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Recenzija prof. dr. Andreja Blejca

V delu avtor obravnava razlicne matematicne modele dinamike bioloskih
populacij, ki so lahko, »prvenstveno osnova za razumevanje bioloske
zascite rastlin pa tudi za uporabo na drugih podrocjih biologije in
ekologije«.

V kratkem uvodnem poglavju razlozi namen dela in bralca seznani z
osnovnim pogledom na matemati¢ne modele, Se posebej na modele
dinamike populacij. Napove tudi uporabo racunalniske programske
opreme s podrocja sistemske dinamike: prosto dostopno aplikacijo
Vensim in prav tako prosto dostopen programski paket Maxima.

NajobseZnejSe je drugo poglavje z naslovom »Dinamika ene populacije«.
Ti modeli so osnova za kompleksnejse modele, ki so obravnavani v
nadaljevanju. V tem poglavju se bralec tudi seznani z osnovnimi koraki
izgradnje modelov. Predstavljeni so tako zvezni kot tudi diskretni modeli.
Modeli so sistematicno predstavljeni od preproste rasti populacij ter
Malthusovega modela do osnovne logisticne rasti z dodatnimi
specificnimi elementi, ki vplivajo na omejitve rasti, npr. od velikosti
populacije odvisno stopnjo rasti. Pri izgradnji modelov je pojasnjen
vsebinski pomen parametrov, kar omogoca razumevanje rezultatov
simulacij pri razlicnih pogojih z aplikacijo Vensim. Avtor navaja tudi
rezultate uporabe na konkretnih problemih, ki se lahko nanasajo na
biolosko zascito rastlin oziroma dinamiko bioloskih populacij. V drugem
delu tega poglavja predstavi sploSne pojme diskretnih modelov, ki jih
uporabi za diskreten Malthusov in logisticen model ter kompleksnejsa
razlicice. Uporabnost teh modelov je podprta z rezultati uporabe
modelov iz literature. V tretjem delu obravnava Modele strukturiranih
populacij, npr. Leslijev model z razlicicami. V tem poglavju pri vsakem
modelu predstavi podroben potek analize modela npr. iskanje tock
ravnotezja in analizo stabilnosti teh tock, analizo bifurkacijskega diagrama
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za iskanje kvalitativno kriticnih vrednosti parametrov modela. Vse to
uporablja tudi pri modelih v naslednjih poglavjih. Vsi modeli so
predstavljeni v analiti¢ni obliki diferencialnih ali diferen¢nih enacb kot
tudi v graficni obliki (t.i. nivo-tok model), ki bralcu omogoca pregleden
pogled na model in njegove parametre. Poglavju je dodanih vec
dodatkov, v katerem so za vsak model navedene dodatne podrobnosti,
formulacija v Vensim sintaksi ali Se kaka bolj tehni¢na posebnost (npr. v
sintaksi Maxima). Detajli iz dodatkov so bili uporabljeni za simulacije v
osnovnem besedilu in pripravo ilustracij ter grafov. Za to in vsa druga
poglavja velja, da so poglavja sama berljiva tudi za manj vescega bralca,
dodatki pa so namenjeni naprednejsim bralcem.

Tretje poglavje z naslovom »Interakcije med organizmi« uvede pojme
medsebojnega delovanja organizmov, ki so obravnavani v naslednjih

poglavjih.

Cetrto poglavje je posveceno modelom »plenilec-plen«. Opisan je klasi¢ni
model Lotka- Volterra ter razliCice modelov z razlicnimi funkcionalnimi
odzivi. Avtor navede vrsto specifiénih variant, ki so bile preizkusene in
opisane v citirani literaturi za uporabo v eksperimentalnih Studijah
naravnih populacij. Tudi v tem poglavju avtor razloZi pomen parametrov
in poda nacine podrobne analize tock ravnoteZja, uporabo polja smeri v
faznem diagramu in uporabo izoklin z ni¢elnimi nakloni. Tudi to poglavje
ima dodatke s podrobnostmi modelov (podobno kot drugo poglavije).

Peto poglavje obravnava modele gostitelj-parazit. Po zacetnem uvodu z
osnovnimi pojmi so opisani razlicni modeli, njihova analiza in obravnava
posebnosti resitev, stabilnosti ravnoteznih tock. Dodatki so strukturirani
podobno kot pri prej$njih poglavjih.

Zadnje, Sesto poglavje je posveceno »Modelom Sirjenja okuzb«. Po
zaCetnem opisu pristopa modeliranja okuzb (S, I, R) so postopoma
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predstavljeni modeli SI, SIS in razni modeli SIR. Modeli so ilustrirani s
konkretnimi modeli, npr. modelom Sirjenja kuge. Kot smo Ze vajeni, so
podrobnosti in tehni¢ne informacije predstavljene v dodatku.

Dodan je Se seznam literature, ki obsega dela s podro¢ja modeliranja ali
uporabe modelov na podrocju dinamike bioloskih populacij.

Delo je napisano v konciznem, a tudi za manj poucenega bralca
razumljivem stilu. Dobrodoslo je, da so vsi pojmi vsaj na kratko definirani
ali opisani. Tako se v besedilu bralec vsaj okvirno seznani s pomenom
izrazov s podrocja dinamike bioloskih sistemov kot tudi z detajli
matemati¢ne analize modelov. Priporocil bi premislek o slovenjenju
nekaterih izrazov (npr. za »prey population« bi bilo bolje uporabiti izraz
»populacija plena« in ne »plen populacija«) oziroma jezikovno recenzijo.
Za zahtevnejSega bralca, ki bi poskusil modele tudi uporabiti in izvesti
kako simulacijo v sistemu Vensim ali Maxima, so v dodatkih podani vsi
potrebni parametri in ukazi.

Delo posega na podroc¢je modeliranja bioloskih procesov, kjer besedil v
slovenscini skoraj ni. V delu sta uporabljana dva, sicer manj znana, a za v
delu uporabljen namen primerna sistema, Vensim in Maxima. Oba
sistema sta za izobraZevalne namene prosto dostopna, kar je pomembna

prednost za uporabo v Studijske namene.

Za samostojno branje je delo primerno za bralca, ki je Ze nekoliko
seznanjen s tematiko. Ob dodatni razlagi lahko delo sluzi kot uc¢benik na
splosnem nivoju (besedilo poglavij), pri katerem bi Student dobil pregled
nad mnoZzico moznih modelov ter nekaj izkusenj za analizo modelov. Z
dodatki, ki jim morda manjka nekaj povezovalnega besedila, pa lahko sluzi
kot pripomocek za bolj specificno in napredno uporabo simulacij za bolj
motivirane Studente.
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Recenzija zasl. prof. ddr. Janeza Usenika

Knjiga Populacijska dinamika je nastajala kar nekaj let in je nadgradnja
oziroma komplementarna dopolnitev znanstvene monografije Sistemska
dinamika in njena uporaba, ki jo je avtor izdal leta 2020.

Vsebino te nove knjige je avtor razdelil na 6 poglavij:
1 Uvod

2 Dinamika ene populacije

3 Interakcije med organizmi

4 Plenilec-plen modeli

5 Gostitelj - parazitoid modeli

6 Modeli Sirjenja okuzb.

Vsa poglavja (razen uvoda) so smiselno razdeljena na vec¢ podpoglavij,
kar omogoca urejen in sistematiCno grajen pristop k branju in
razumevanja teksta, ki ni enostaven in od bralca terja veliko zbranost in
osredotoCenost na vsebino. V tekstu je uporabljeno zahtevno
matemati¢no orodje, ki ga mora bralec 7e poznati, Ceprav avtor
metodolosko in  strokovno neoporecno pojasnjuje gradnjo in
funkcioniranje predstavljenih modelov. Pohvalno je dejstvo, da so v
besedilu navedeni tudi angleski nazivi uporabljenih pojmov, pri cemer je
marsikateri slovenski izraz avtorjev predlog za slovensko besedisce.

Ob tem bi bilo (samo v premislek) smiselno omeniti moZnost kreiranja
veljezikovnega slovarja uporabljenih strokovnih terminov, npr. poleg
slovenskega in angleskega morda $e nemski, francoski in Spanski izraz.

V prvem (uvodnem) poglavju avtor poudari, da tekst podaja kot bazo
razumevanja bioloske zascite rastlin, kar je v sedanjem trenutku eden
vecjih svetovnih problemov in izzivov. Zadrzi se pri pojmu »populacija, ki
je osrednji nosilec vseh kasneje predstavljenih modelov in njenem
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(nez)moZnosti bivanja ter rasti/napredovanja (ali nazadovanja) v zveznem
ali diskretnem dinami¢nem procesu. Avtor pove, da se delo opira na
metodologijo sistemske dinamike in programski paket, ki omogoca
analiticno resevanje in analizo diferencialnih (v primeru zveznih modelov)
ter diferencnih (v primeru diskretnih modelov) enacb.

V drugem poglavju avtor vpelje pojem dinamika populacije, pri ¢emer se
zaenkrat omejuje le na eno populacijo. Govori o zveznih in diskretnih
populacijskih modelih. V okviru zveznih populacijskih modelov predstavi
model eksponentne rasti, Malthusov modele rasti, logisticno rast,
logisti¢no rast z Zetvijo in model smrekovega zavijaca. V okviru diskretnih
populacijskih modelov pa predstavi diskretni Malthusov model, diskretni
logisti¢ni model, od velikosti populacije odvisno stopnjo rasti, Beverton-
Holtov model, Hasselov model, Rickerjev model, Leslijev model, nivo-tok
model starostno strukturirane populacije. Vse bogato in nazorno ilustrira
z graficnimi predstavitvami diferencialnih oziroma diferenénih enacb, v
dodatku poglavja pa vse modele predstavi tudi s konkretnimi primeri.

Tretje poglavje z naslovom Interakcije med organizmi bralca seznani z
neprestanimi interakcijami organizma z okoljem in z ostalimi organizmi.
Avtor za organizme vpelje tudi pojem akter, ki ga v nadaljevanju veckrat
uporablja. Interakcije med akterji razvrsti in definira glede na ucinek v
sklope: tekmovalnost, Skodovanije, izkoris¢anje, nevtralizem,

komenzalizem (commensalism) in vzajemnost.

V Cetrtem poglavju spoznamo modele tipa »plenilec - plen«, najprej
klasi¢ni Lotka — Volterra model, nato pa funkcionalni odziv, ki odraza
vedenjski odziv plenilske populacije na spreminjajoco se velikost plena.
Prikazani so razliéni tipi funkcionalnih odzivov: tip |1, tip I, tip IlI,
Rosenzweig—MacArthurjev funkcionalni odziv, Beddington—DeAngelisov
funkcionalni odziv in Crowley—Martinov funkcionalni odziv. V
nadaljevanju Cetrtega poglavja se seznanimo Se z numeri¢nim odzivom,
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ki za razliko od funkcionalnega odraza spremembo velikosti plenilske
populacije v odvisnosti od velikosti populacije plena. Avtor natanko
obdela Se posplosen Lotka-Volterra model, plenilec-plen model z
Beddington-DeAngelis odzivom in plenilec-plen model z Rosenzweig-
MacArthurjevim odzivom. Tudi Cetrto poglavje ima ob koncu dodatek,
kjer so izpeljane enacbe in njihove resitve posameznih modelov.

Peto poglavje z naslovom Gostitelj — parazitoid modeli bralca seznani z
mozZnostjo parazitstva, ko parazitoidi izleZejo jajceca na ali v gostitelja,
licinke pa se potem hranijo z gostiteljiem dokler se popolnoma ne
razvijejo in  ob koncu povzrocijo smrt gostitelja. TakSne situacije so
opisane z ve¢ modeli: Thompsonov model, sploSen model gostitelj -
parazitoid, Nickolson—Baileyjev model in Hasse—Varleyev model. V
dodatku petega poglavja so, podobno kot v prejSnjih poglavjih, izpeljane
enacbe in postopki reSevanja, vse ilustrirano z ve¢ primeri. Posebej velja
opozoriti na dodatek 2, ki opisuje analiticho metodo ugotavljanja
stabilnosti ravnoteznih tock.

V Sestem poglavju se avtor posveti modelom Sirjenja okuzb. Znane
okuzbe so npr. Spanska gripa, epidemija AIDSa, SARS epidemija, pa tudi
epidemija Covid-19 pred nedavnim. Avtor najprej definira pojme, skupine
znotraj populacije in postavi smiselne predpostavke, kar vse sluzi za
kreiranje razli¢nih modelov Sirjenja okuzb. Opisani so: SI model, ki opisuje
populacijo razdeljeno le v dve skupini (okuzeni in neokuZeni, vendar
dovzetni posamezniki), SIS model, ki upoSteva ozdravitev nekaterih
inficiranih posameznikov (ti se nato vrnejo v skupino I), v nadaljevanju pa
Se SIR model 1 in SIR model 2, v katerih je populacija porazdeljena v tri
skupine, saj ozdravele posameznike razvrstimo v posebno skupino R.

V tem poglavju je kot nazorna ilustracija natanko obdelan model Sirjenja
kuge v Svici leta 1611. Sesto poglavje se zakljuci s tremi dodatki.

10
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Ob koncu je seznam uporabljene literature.

Poudariti je potrebno, da je tekst zelo zahteven in terja poglobljeno
branje. Knjige ni mogoce prebirati brez pomocdi svinnika in papirja, pa
seveda tudi brez pomocdi racunalnika ne gre. Avtor, ki se z racunalnistvom
ukvarja Ze priblizno 60 let, je v tekst vkljucil razna rac¢unalniSka pomagala,
s katerimi lahko nazorno razloZi in ilustrira posamezne modele. Prav to

daje knjigi Se posebno dodatno kvaliteto.

Posebej velja izpostaviti Stevilne primere, ki bralcu omogocajo temeljito
spoznavanje in usvajanje znanj te znanstvene monografije.

Knjiga je zaradi vseh nastetih podrobnosti dobrodosla v slovenski
znanstveni literaturi in menim, da je primerna za tisk.

11
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1 UVOD

Populacijska dinamika je ena od osrednjih tematik biologije od celi¢ne
biologije, epidemiologije, do ekologije. Ta tekst je prvenstveno misljen kot
osnova za razumevanje bioloske zascite rastlin in raziskav na tem
podrocju. Je pa seveda tudi osnova za razumevanje drugih podrodij
biologije in ekologije. Populacijska dinamiko obravnavamo sledecih
poglavjih:

Poglavje 1. Uvod

Poglavje 2. Dinamika ene populacije
Poglavje 3. Interakcije med organizmi
Poglavje 4. Plenilec - plen modeli
Poglavje 5. Parazitoid - gostitel]
Poglavje 6. Modeli Sirjenja okuzb

Kaj razumemo pod pojmom »populacija? To je skupina individuumov, ki
spadajo k isti vrsti in zasedajo doloceno podrocje (Weiss, 2010, str. 6).
Populacija se spreminja zaradi rojstev, smrti, imigracij in emigracij in tudi
zaradi interakcij z okoljem, interakcij med individuumi iste vrste in
interakcij z individuumi drugih vrst. To pa je lahko plenjenje, kooperacija,
medsebojnost  (angl. mutualism), Zetev, komenzalizem (angl.
commensalism) itd.

Populacije so regulirane. Ta regulacija pa je lahko odvisna ali pa
neodvisna od gostote populacije (angl. density independent ali density
dependent). Ce je regulacija neodvisna od gostote, to pomeni, da sta od
gostote neodvisni tako stopnja rodnosti kot tudi umrljivosti. Tak od
gostote neodvisne faktor pa je lahko na primer vreme, ali pa
onesnazenost okolja itd.

13
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Proucevanje populacijske dinamike si danes brez matematic¢nih in
racunalniskih modelov tezko zamisljamo. Model je (Wiess, 2010, str. 7)
»abstrakcija realnosti« - narave, ki lo¢i pomembno od manj
pomembnega, irelevantnega«. Modele »zgradimo« na nasem
poznavanju ali predpostavkah o mehanizmih, ki dolo¢ajo dinamiko
opazovanega sistema in vklju€ujejo interakcije med spremenljivkami.

Konstruiranje modelov in same simulacije so samo ena od moznih
nacinov razvijanja teorij, so orodje. Opredeljevanja klju¢nih procesov, ki
dolocajo obnasanje opazovanega sistema in njihovih medsebojnih
interakcij pomenijo artikuliranje teorije. Modeli so torej na eni strani
teorije v tem smislu, da vkljucujejo predpostavke in teoreti¢ne ideje na
katerih so zasnovani. Na drugi strani pa nam pomagajo interpretirati
empiri¢no zbrane podatke.

Zanimali nas bodo formalni modeli, ki jih Harrison (Harrison, Lin, Carroll,
Carley (2007), Macy & Willer (2002), Gilbert (2008)) opredeljuje: »kot
natancne formulacije relacij med spremenljivkami, ki vkljucujejo tudi
formulacije procesov, ki spreminjajo vrednosti spremenljivk v ¢asu in so
zasnovane na teoreticnih premislekih«. Lahko jih zapiSemo v
matemati¢nem jeziku ali pa v kakem racunalniskem jeziku kot izvedljive
racunalniske programe. Te modele imenujemo tudi simulacijske modele,
ki lahko »zazZivijo« kot izvajajoCi se racunalniski programi. lzvajajoc
program spremlja, to se pravi vizualizira in dokumentira dogajanja v
modelu. Pod pojmom simulacija bomo v nadaljnjem tekstu razumeli
racunalnisko simulacijo (Robert Axelrod, 1997).

Matematic¢ni modeli nam pomagajo postaviti prognoze, ki jih kasneje
lahko tudi preverjamo. Pomagajo nam hitreje razumevati pojave
(dinamiko populacij), ki so predmet nasSega zanimanja. Spoznavamo
vedenjske vzorce in mehanizme, ki jih povzrocajo, ki pojasnjujejo bioloske
mehanizme.

14
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V ozadju vseh populacijskih modelov so matematic¢ni modeli - diferen¢ne
in diferencialne enacbe. Informacijska tehnologija je omogocila razvoj
aplikacij ( »software«-skih orodij ), ki po eni strani olajSajo razumevanje
matemati¢nih modelov in po drugi stani nudijo globlji vpogled v
dinamiko, ki jo modeli opisujejo.

Matematicni in racunalniski modeli se opirajo na jasno in vidno sintakso,
da se izognejo nejasnostim v dolo¢anju relacij med elementi oziroma
spremenljivkami sistema. Vse predpostavke na katerih je zasnovan model
oziroma teoreti¢ni premisleki, ki so v ozadju, so vidne in eksplicitno
podane. Tako je jasno na osnovi ¢esa smo prisli do dolocenih zakljuckov.
Relativnho enostavno se preverja logi¢na konsistentnost modela (Kreps,
1999).

V nadaljnjem tekstu se bomo oprli na metodologijo in orodja »sistemske
dinamike«, na aplikacijo »Vensim«, in na programski paket »Maxima, ki
je namenjen analiticnemu reSevanju matematic¢nih enacb ter omogoca
ucinkovito analizo diferencialnih in diferencnih enacb.

15
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2 DINAMIKA ENE POPULACIJE

2.1 Uvod

Populacijska dinamika ene populacije je osnova vseh ekoloskih modelov.
Casovno spreminjanje velikosti populacije je zajeto v pojmu »dinamika

populacije«.

V tem poglavju se osredotocamo na eno populacijo. To se pravi, da ne
zajemamo interakciji med populacijami, ki so naseljene v istem prostoru.
Vplivi okolja se, kot bomo videli, odrazajo le v parametrih modela.

Imamo dve vrsti populacijskih modelov: zvezne in diskretne. Pri zveznih
populacijskih procesih je cas neprekinjen. Rojstva in odmiranja se vrse
neprestano. Generacije se prekrivajo. Zvezni dinamicni modeli so
zasnovani na diferencialnih enagbah. Ce pa se generacije ne prekrivajo,
oziroma Ce se vsa rojstva dogajajo v fiksnih - diskretnih casovnih
intervalih, potem bodo modeli zasnovani na diferenc¢nih enacbabh.

Vzemimo kot primer poto¢no postrv (Salmo trutta). Poto¢ne postrvi se
drstijo enkrat letno v novembru ali decembru. Samice izvrZejo ikre, ki jih
oplodijo samci. Nov zarod se izleze po dveh ali treh mesecih. Samci
doseZejo spolno zrelost lahko Ze v prvem letu, lahko pa tudi Sele v
drugem ali celo tretjem letu, odvisno od voda v katerih Zivijo.

Kot bomo videli je laZje analizirati diferencialne enacbe, kot pa
diferencne. Diferencne enacbe lahko pogosto pripeljejo do zelo zapletene
ali celo kaoti¢ne dinamike (Weiss, 2010).
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2.2 Zvezni populacijski modeli

Kot je bilo povedano, zvezni populacijski modeli implicirajo zvezno
prekrivanje generacij. Populacija se spreminja zvezno. V modelih je ¢as
zvezna spremenljivka. V nadaljevanju predpostavimo, da je populacija
»ne strukturirana«. To pomeni, da zanemarimo razlike med posameznimi
osebki kot so: starost, spol, stopnja razvoja, bolezni, itd. Obravnavali
bomo torej populacijo kot celoto, ki se s asom zvezno spreminja.

Oznacimo velikost populacije z N(t) . V nekem ¢asovnem intervalu h se

bo populacija povecala ali pa zmanjsala. Kot izhodis¢e lahko postavimo
enacbo 2.1.

N (t+h)= N (t)+rojstva—smrti +imigracije —emigracije
(En 2.1)

Pri Cemer je potrebno »rojstva«, »smrti«, »imigracije» in »emigracije« v
casovnem intervalu sele dolociti (Michael Olinick, 2011).

Vsaka populacija v ¢asovnem obdobju raste, Ce prirastek (Stevilo rojstev
in imigracije) v tem obdobju presega upad (Stevilo smrti in emigracije).

2.2.1 Model eksponentne rasti

Predpostavimo, da ni umrljivosti ter da ni emigracij in tudi ne imigracij
("imigracije' ="emigracije'=0). Prav tako naj bo stopnja rasti - &, to
je Stevilo rojstev na enoto populacije v ¢asovni enoti konstantna. To se

pravi, da bo rast populacije proporcionalna njeni velikosti - N (t) Rast

populacije izrazimo s sledeco preprosto diferencialno enacbo 2.2.
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——2=a-N(t) (En2.2)

Velikost populacije na zacetku opazovanja (t=0) oznatimo z N,

(N(0) = N, ). Resitev enacbe 2.2 (dodatek 1) podaja enacba 2.3.

N(t)=N,-e* (En 2.3)

Populacija bo narascala eksponentno. Enacbo 2.2 preslikamo v nivo-tok

model, ki je prikazan na sliki 2.1 (dodatek 1).

oy N

/de/dt

a

Slika 2.1. Eksponentna rast; nivo-tok model.

Rezultat simulacije pri razli¢nih stopnjah rasti je prikazan na sliki 2.2
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3
3
3
3
1
1
1
1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (Cas)
N : Siml
N : Sim2
N : Sim3
N : Sim4

Slika 2.2. Eksponentna rast; dinamika modela; parameter a je za Sim1: 0,05, za
Sim 2:0.04, za Sim 3: 0.03 in za Sim 4: 0.01.

2.2.2 Malthusov model rasti

Eksponentni model rasti sedaj razsirimo tako, da v modelu upostevamo
tudi umrljivost. Stopnja umrljivosti - b, to je 3tevilo smrti na enoto
populacije v ¢asovni enoti, naj bo konstantna. Tako pridemo do modela,
ki ga je postavil Thomas Malthus (1798). Njegov model se danes smatra
kot prvi zakon s podrocja populacijske ekologije. Glasi pa se posploseno
takole:

Populacija se bo eksponentno povelevala ali zmanjSevala, dokler bo
okolje populacije ostalo nespremenjeno. Malthusov model podaja enacba
2.4:

— _(a-b)-N(t) (En 2.4)
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Resitev diferencialne enacbe 2.4 podaja enacba 2.5.
N (t)=N,-e*®" (En 2.5)

Eksponent (a—b)zr imenujemo tudi »notranja stopnja rasti« (angl.

intrinsic growth rate) véasih pa tudi »neto stopnja rasti«. Model vkljucuje

poleg Ze omenjenih Se sledece predpostavke (Wiess, 2010):

Konstanti @ in b se nana3ata na celo populacijo (ne glede na starost,

spol itd).
Reprodukcija se zacne takoj po rojstvu.
Vsi individuumi so potencialni partneriji.

Nivo-tok model Malthusovega modela je prikazan na sliki 2.3 (dodatek 2).

Slika 2.3. Malthusov model; nivo-tok model

Rezultat simulacije je prikazan na sliki 2.4.
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=

0.5
0.5

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (Cas)

N :Siml
N : Sim2

Slika 2.4. Malthusov model; dinamika model; parametri: Sim1: a=0.05, b =0.04,
Sim2: a=0.04, b=0.05.

Malthusov model ponazarja rast neke vrste, na primer bakterij, v okolju
brez prehranskih omejitev (Sze-Bi Hsu, 2004).

2.2.3 Logisti¢na rast

Nobena populacija ne raste v neskoncnost, pac pa je njena rast omejena z
neko »zgornjo mejox, ki je podana z okoljskimi danostmi (prenaseljenost,
pomanjkanje hrane, itd). Pogosto to zgornjo meje opredeljujemo kot
»omejitev okolja« ali kot »nosilno kapaciteto okolja« (angl. carrying

capacity). Oznalimo zgornjo mejo, preko katere populacija N(t) ne
more ve¢ rasti s K. Torej, ko je N(t):K, se rast ustavi in je

dN (t
# =0. Temu pogoju zadosti enacba 2.6, ki jo je postavil leta 1848

Verhulst. Obi¢ajno za tako rast uporabljamo izraz »logistina rast« ali S
rast«.
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dN_(t):r.N(t).(l_M] (En 2.6)

dt K

Enacba 2.6 je avtonomna diferencialna enacba (neodvisna spremenljiva t
nastopa samo v odvodu). Parameter I predstavlja neto stopnjo rasti, to
je razlika med stopnjo rasti in stopnjo upadanja.

Veckrat bomo naleteli na sledeco obliko enacbe 2.6 (enacba 2.7):

Cll_l:l:r.N_a.Nz (En2.7)

Resitev enacbe 2.6 (dodatek 3) podaja enacba 2.8 ali 2.9 ¢e je znan

zacetni pogoj: velikost populacije N, v éasu t=0.

K
= — (En 2.8)
1+ A-e
rt
N K-N,-e = K (En 2.9)

S
N,
Znacilnost logisti¢ne rasti je hitra rast, ki jo povzro¢i pozitivha povratna
povezava, ki prevladuje na zacetku. Narascanje se bo pospeSevalo, torej
bo drugi odvod pozitiven. S ¢asoma se rast ustavlja in se asimptoti¢no
priblizuje ciljni vrednosti. Drugi odvod postane negativen. V tem delu
procesa prevladuje negativna povratna povezava. Gre torej za nelinearni
prehod dominance od pozitivne na negativno povratno povezavo. »Tocka

prevoja« (angl. inflection point) je tam, kjer je drugi odvod enak 0.

Smotrno je, da je K>0 in r>0. Logisticna rast je tipicno model
limitirane rasti, ki je relativno preprost.
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Ce pa se, iz kakrinega koli vzroka, vendarle zgodi, da je N(t)> K,

potem bo populacija upadla do zgornje meje K (glej sliko 2.8).

Ce je r<0, to pomeni, da je stopnja upadanje (umrljivost, odmiranje)
vedja od stopnje narasc¢anja, bo populacija upadala proti O.

Nivo-tok model logisti¢ne rasti je prikazan na sliki 2.5 (dodatek 3).

Q/»d%(\’\ -

K

r

Slika 2.5. Logisti¢na rast; nivo-tok model.

Rezultat simulacije je prikazan na slikah 2.6 in 2.7.

1,200
60

800
40

400
20

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time (Cas)

N : Current
"dN/dt" : Current

Slika 2.6. Logisti¢na rast; dinamika modela; parametri modela: r=0.2, K=1000;
zaCetna vrednost: N(0)=100.
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N

"dN/dt" : Current

Slika 2.7. Logisti¢na rast; dN/dt; parametri modela: r=0.2, K=1000; zacetna
vrednost: N(0)=100.

dN (t) g

Slika 2.7 prikazuje odvisnost stopnje spremembe populacije

njene velikosti N(t). Grafi¢no ta odvisnost predstavlja parabolo, ki ima
K

maksimum pri N (t):E. To je »tocka prevojak, ki jo doloca

d’N(t)

dt?

=0. Toda to ni zadosten pogoj, potrebno je $e, da je da je tretji

d3N(t)
dt®

#0).

odvod razlicen od O (

Populacija preneha eksponentno rasti ter se pricne asimptoti¢no

priblizevati velikosti K .

Smerno polje z integralnimi krivuljami logisti¢ne rasti so prikazani na sliki
2.8 (dodatek 3).
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t
Slika 2.8. Logisti¢na rast; smerno polje z integralnimi krivuljami.

Pogosto nas zanima, pri kateri velikosti ostane populacija nespremenjena.
To so tako imenovane tocke ravnoteZja (ravnoteine resitve ali tudi

N .

dt

kritiCne toCke). V teh tockah je odvod enak 0O torej

Diferencialno enacbo 2.6 lahko zapisemo:

Tocke ravnotezja so doloCene z resitvijo enacbe f(N):O, oziroma

glede na enacho 2.6 z resitvijo enacbe (glej sliko 2.9):
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r-N(t)-(l—%Jzo.

Imamo dve tocki ravnotezja N, =0 in N,, = K. Naslednje vprasanje je,

ali so tocke ravnoteZja tudi stabilne ali ne? Ali se bo pri majhnem odklonu
od tocke ravnoteZja ponovno vzpostavilo ravnoteZje ali ne? Iz slike 2.9

(dodatek 3) razberemo, da je tocka ravnoteZja N, nestabilna in tocka

N,, asimptoti¢no stabilna (to se da razbrati tudi iz slike 2.8).

50

40

30

20

I / E— —_— 4—§7

-20
-200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Slika 2.9. Logisti¢na rast; funkcija f(N); parametri modela: r=0.1, K=1500

Diferencialno enacbo 2.6 zapisimo v bolj splosni obliki (enac¢ba 2.10.

de—t(t)zr-N-F(N(t)) (En 2.10)

Funkcija F(N) modelira vpliv okolja na rast populacije in naj zadosti

sledecim pogojem:
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=

F(O)zl— ko je populacija majhna je vpliv okoljskih omejitev
zanemarljiv ali majhen.

2. F(K):O— ko populacija doseze nosilno kapaciteto okolja, se
rast populacije ustavi.

3. Dokler je populacija manjsa kot je nosilna kapaciteta okolja -

N (t) <K, je F(N (t)) > 0in populacija raste.

4. Ce je populacija ve¢ja kot je nosilna kapaciteta okolja bo
populacija upadala.

Ce imamo opravka z logisti¢no rastjo, potem je:
F(N(t)) :(1—NT(t)J (En 2.11)

2.2.3.1 Odstranjevanje parametrov

Ta odstavek je povzet po Olinick (2011). Numericna resitev
populacijskega modela je odvisna od vrednosti parametrov. Pogosto pa
nas ne zanimajo toliko numericni izracuni, pac¢ pa kvalitativno obnasanje
modela. Za takSno analizo je primeren »brez-dimenzionalni« ali
»normiran model« model. Z uvedbo novih spremenljivk odstranimo ¢im
vel parametrov.

Vrnimo se k logisticnemu modelu (enacbo 2.6) in ga preoblikujmo v

»normiran model« (dodatek 3), ki je podan z enacbo 2.12 (Olinick, 2011).

dx

E_X.(l_x) (En2.12)

Ta model ni ve¢ odvisen od parametrov I in K. Smo pa predpostavili, da
sta oba parametra pozitivna.
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Nivo tok model normiranega modela logisticne rasti (dodatek 3) je
prikazan na sliki 2.10.

DX X
dx/dt
V\_/

Slika 2.10. Normiran model logisti¢ne rasti; nivo-tok model.

Rezultat simulacije je prikazan na slikah 2.11, 2.12 in 2.13.

15

0.5

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Time ()

X:M41

Slika 2.11. Normiran model logisti¢ne rasti; dinamika modela; zac¢etna vrednost
x(0)=0.001.
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Time (t)

"dx/dt": M4 1

Slika 2.12. Normiran model logisti¢ne rasti; dx/dt; zacetna vrednost: x(0)=0.001.
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X

"dx/dt": M4 1

Slika 2.13. Normiran model logisti¢ne rasti; odvisnost dx/dt od x; zacetna
vrednost x(0)=0.001.

Kot primer logisti¢ne rasti se pogosto navajajo kolonije bakterij in kvasovk
v dolo¢enem casovnem obdobju (Weiss, 2010). Model logisti¢ne rasti
lahko dobro ponazarja populacijsko dinamiko kakSne populacije v
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laboratorijskem okolju, kjer so vsi okoljski pogoji nadzorovani. V naravi pa
nanjo vplivajo Se mnogi drugi faktorji, ki niso zajeti v modelu.

2.24 Logisticna rast z Zetvijo

V model logisti¢ne rasti vpeljimo Se en &len - »Zetev« (angl. harvesting),
lahko bi rekli tudi »odstranjevanje«, ki ima lahko razlicne oblike, kot so
lov, ribolov, ali pa plenjenje (angl. predation). S plenjenjem se bomo
srecali pri modelih populacijskih interakcij v poglavju 2 in 3. Splosen
model logisti¢ne rasti z upostevanjem plenjenja podaja enacba 2.13.

an(y)

dt K

—r-N (t)-(l—MJ—g(N)P (En 2.13)

Funkcijo g(N) imenujemo funkcionalni odziv in predstavlja Stevilo

osebkov oziroma koli¢ino plena, ki jo upleni plenilec v ¢asovni enoti. P
predstavlja velikost plenilske populacije. Model predpostavlja, da je
koli¢ina plena po plenilcu odvisna le od velikosti plen populacije.

V populacijskih modelih se pojavlja ve¢ vrst funkcionalnih odzivov.

Najpreprostejsi je konstanten funkcionalni odziv g (N ) =H.

Znani so Hollingovi funkcionalni odzivi:

Holling Tip I.: g(N)= H-N.

A-N
Holling Tip II.: g(N)= BN pri tem sta konstanti A, B > 0. V¢asih se
+

uporabljata tudi imeni Monodov odziv ali Michaelis-Mentonov odziv.
N B-N? . o

Holling Tip Ill.: g(N)=W. S funkcionalnimi odzivi se bomo

+

srecali v poglavju 2.
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2.1.4.1. Logisticna rast s konstantno Zetvijo

Vzemimo, da je funkcionalni odziv konstanta g(N ) =H, to se pravi, da

Zetev ni odvisna od velikosti populacije N in tudi ne od plenilske
populacije P (enacba 2.14).

dN_(t):r.N(t).(l_%t)J_H (En 2.14)

dt

Lahko pa izhajamo tudi iz normirane enacbe 2.12. Tako model logisti¢ne
rasti s konstantno Zetvijo podaja enacba 2.15.

%zx.(l_x)_h (En 2.15)
dr

dx
Poglejmo, kje so tocke ravnotezja in ali so stabilne. Naj bo E: f (X)

Tocke ravnotezja so odvisne od parametra h in dolocene z enacbo:
f(x)=x-(1-x)-h=0

Bifurkacijski diagram graficno prikazuje odvisnost tock ravnotezja

dx
(— = f(X)ZO) od vrednosti parametrov. Bifurkacijski diagram za

dt
diferencialno enacbo 2.15 je prikazan na sliki 2.14 (dodatek 4). Iz slike je

razvidno, da ima enac¢ba 2.15 dve tocki ravnoteZja ko je 0<h<0,25.
Bifurkacijska to¢ka je pri h=0,25. V tej tocki ima enacba samo eno
tocko ravnote?ja, ki ni stabilna. Ce pa je h>0,25, potem enacba nima

nobene tocke ravnotezja.
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h
Slika 2.14. Bifurkacijski diagram; x*(1-x)-h=0.
To potrjuje tudi slika 2.15 na kateri je prikazana funkcija

f (X) = X-(l— X)— h pri razli¢nih vrednostih parametra h.

0.1

0.05

f(x)
o

-0.05

-0.1

Slika 2.15. Funkcija x*(1-x)-h=0; parametri: h=0.2 (modra), h=0.25 (rdeca) in
h=0.3 (¢rna).
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Smerno polje z integralnimi krivuljami za razli¢ne vrednosti parametra h,
je prikazano na slikah 2.16, 2.17 in 2.18 (dodatek 4).

Y

n
o
)
b
I

20

y

Slika 2.17. Smerno polje z integralnimi krivuljami; parameter h=0.25.
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1o 1s 20

Slika 2.18. Smerno polje z integral:wimi krivuljami; parameter h=0.3.
Velikokrat je potrebno doloCiti najvedji trajnostni donos (angl. maximum
sustainable yield - MSY). To je najvecja velikost Zetve, ki se vrsi preko
daljSega nedefinirano dolgega obdobja (Weiss, 2010), da se pri tem
populacija ohranja (ne upada). Izhajamo iz enacbe 2.14. Doloditi moramo
torej vrednosti H pri danih parametrih r in K v tocki bifurkacije. Ta
vrednost je (dodatek 4):

oK
4

2.2.5 Smrekov zavijac

Smrekov zavija¢ (Choristoneura fumiferana) (angl. spruce budworm) je
Skodljiv insekt, ki se pojavlja v iglicastih gozdovih na vzhodu ZdruZenih
drzav in v Kanadi. Smrekov zavijac se prehranjuje z iglicami dreves.

Obicajno je Stevilcnost insekta majhna, vsake toliko ¢asa (priblizno na
vsakih 35 do 40 let) pa nenadoma Stevilcnost moc¢no naraste, povzroci
veliko Skodo v gozdovih in nato zopet hitro upade. Smrekov zavijac¢
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napada predvsem velika drevesa, kjer je povrsina iglic vecja. Obstaja
obseZna literatura, ki obravnava modele dinamike populacije smrekovega
zavijac¢a. Med prvimi so populacijski model celovito obdelali Ludwig in dr.
(1978).

Dinamicen model populacije N je podan z diferencialno enacbo 2.16.

2
Z—T:R'N'@‘%}B'ﬁ (En 2.16)
+

Enacba ima dva c¢lena. Prvi ¢len enacbe predstavlja logisticno rast
populacije. Rast omejuje tekmovalnost za hrano (iglice). Nosilna
kapaciteta okolja je podana s parametrom K in stopnja rasti s
parametrom R . Enacba 2.16 predpostavlja, da je K konstanta (nivo

razpoloZljive hrane se ne spreminja).

Drugi ¢len enacbe je Hollingov funkcionalni odziv tip IlI:

N 2
P =B rne
in predstavlja stopnjo plenjenja, ki je odvisna od velikosti (gostote) plen
populacije. Plenilci so v tem primeru ptici. Ce je gostota plena majhna, ne
vzbudi pozornosti in pti¢i ne iscejo plen, pal pa uplenijo smrekove
zavijace le, ¢e nanje naletijo. Plenjenje je majhno. Ko pa gostota plen
populacije dovolj naraste, vzbudi pozornost plenilca, ki se nanjo
preusmeri. Plenilec je torej generalist in izbira (preskakuje) med razli¢nimi
plen populacijam. Parameter B predstavlja zgornjo mejo, ki se ji z
narascanjem plen populacije plenjenje priblizuje in odraza ulinkovitosti
plenilca in njegove gostote (Stevilcnosti). V prikazanem modelu (enacba

2.16) se predpostavlja, da je B konstanta. Parameter A? dolota hitrost s

katero se plenjenje priblizuje zgornji meji. Pri majhni velikosti plena
2

(N << A) bo p(N)zB'%. Ko velikost plen populacije doseze
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B
vrednost A (N = A) bo stopnja plenjenja enaka E In pri veliki plen

populaciji (N >> A) bo p(N) = B Vcasih se parameter A imenuje tudi
»vrednost preklopa« (angl. switching value). Ve o tem kasneje, ko se

bomo posvetili interakciji plenilec-plen. Funkcionalni odziv ima tipi¢no
»S« obliko, kot je prikazana na sliki 1.19 (dodatek 5).

200

150

100

50

(o} 1000 2000 3000 4000 5000

Slika 2.19. Funkcionalni odziv tip Ill; B=200, A=2000.

Iz enacbe 2.16 odstranimo parametra B in A (dodatek 5). Postavimo

N
X= K (Olinick, 2011) in pridemo do enacbe 2.17.

dx X X2
E:r.)(. :]__E _1+X2 (En 2.17)
pritemje:k=5, = B -t in r:l
SRR Y
A

Enacbo 2.16 smo pretvorili v normiran model.
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2.2.5.1 Analiza modela

Pri analizi modela (enacba 2.17) bomo ugotavljali to¢ke ravnoteZja, torej
tocke kjer je:

dx

d— =0 in ali so te tocke stabilne ali ne.
T

2
r-x-[l—%]—lx 2:O (En 2.18)
+X

Prva tocka ravnotezja je X,, = 0. Ostale tocke dolo¢imo iz enacbe 2.19

r(l—%j—l X > =0 (En 2.19)
+ X

Funkcija, ki jo podaja enacba 2.19, pri vrednostih parametrov r =0,48 in

k =10 je prikazana na sliki 2.20 (dodatek 5).

o4 r n

Xr2 X3 Xr4
Slika 2.20. Enacba 2.19; parametri: r=0.48 in k=10.

|z slike 2.20 razberemo, da imamo poleg X,, =0 3e tri tocke ravnotezja

X, <X.g4<X,.0dtegasta X, in X, stabilniintocka X, ; nestabilna.
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Oba ¢lena enacbe 2.19 sta posebej prikazana na sliki 2.21 (dodatek 5). Iz
slike 2.21 je razvidno, da ima model lahko eno, dve ali tri tocke

ravnoteZja. odvisno od vrednosti parametrov K in 1 ..

0.6

05 1+x7

0.4

0.3

0.2

0 2 4 ] 8 10

Slika 2.21. Grafi¢no ugotavljanje tock ravnotezja; parametri: r=0.48 in k=10.

Dolo¢imo bifurkacijski diagram (dodatek 5), da ugotovimo odvisnost
ravnoteznih to¢ od vrednosti parametrov, oziroma bifurkacijske tocke, v
katerih se kvalitativna narava resitve bistveno spremeni.

Predpostavimo, da je K konstanta in se ne spreminja. Potem so kriti¢ne

tocke odvisne od parametra I torej X, (r) . Vzemimo, da je k =10.

X
Izhajamo torej iz enacbe 2.19 : r-(l—O.l-X)—l > = 0. Bifurkacijski
+ X

diagram je prikazan na sliki 2.22. Tudi iz te slike je razvidno, da ima
enacba 2.19 eno, dve ali tri stabilne tocke. Prav tako lahko razberemo, da

ima enacba dve bifurkacijski tocki I, in T,.
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n F,

Slika 2.22. Bifurkacijski diagram x:(r), predpostavka: k=10 in se ne spreminja.

Smerna polja z integralnim krivuljami (dodatek 5) pri razli¢nih vrednostih
parametra r (0,3, 0,48, 0,7)so prikazana na slikah 2.23, 2.24 in

2.25. V vseh treh primerih je parameter K konstanta. Kot smo pri¢akovali
vidimo tri kvalitativno popolnoma razlicna obnasanja modela, ki ga

podaja enacbe 2.19.

X
10

f
e
«

il Rl
u v %
\ .
1 b v ]
2 ¥ ¥ ¥
Y v
u ~ ~ ~
0
50 75 160

t
Slika 2.23. Smerno polje z integralnimi krivuljami; parameter: r=0.3-
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=0.48.

Slika 2.24. Smerno polje z integralnimi krivulja; parameter: r

10

=0.7.

parameter: r

Slika 2.25. Smerno polje z integralnimi krivuljami;

Enacbo 2.17 preslikamo v nivo-tok model (slika 2.26) (dodatek 5).
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D = >X/_\1Z 0

/AN

prirastv\/ plenjenje

Slika 2.26. Nivo tok model; enacba 2.17.

Rezultat simulacije je prikazan na sliki 2.27 (dodatek 5). Rezultat
simulacije se seveda ujema z integralnimi krivuljami. Simulacija pa da kot
rezultat tudi numeri¢ne vrednost spremenljivke X.

10
75 \
5
25
0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time ("1")
x:spril x:spr3
X :spr2 X:spré

Slika 2.27. Smrekov zavija¢; dinamika modela; pri razli¢nih zacetnih rednostih
x(0): x(0)=0.1 (spr 1), x(0)=1 (spr 2), x(0)=3 (spr 3) in x(0)=9 (spr 4).

2.3 Diskretni populacijski modeli

Veliko organizmov ima Zivljenjski ciklus v definiranih ¢asovnih obdobjih.
Tako na primer monokarpi¢ne rastline cvetijo samo enkrat in nato
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odmrejo. ZuZelke imajo dobro definiran Zivljenjski ciklus. Tako gre na
primer holometabolna ZuZelka skozi Stiri faze: jajéece, li¢inka, buba in
odrasli osebek. Rast mnogih populacije se razvija v diskretnih (¢asovnih)
korakih, intervalih. Pri primitivnih organizmih so ti koraki lahko zelo kratki
in je zvezni model razumen priblizek (Murray, 2002). Dejansko pa je
velikost koraka odvisna od vrste. Casovni korak je lahko dolg od nekaj ur
(celice) ali Se manj (virusi) pa do enega leta, kar je za mnoge razvite vrste
zelo obicajno. Ko proucujemo sezonsko rast neke populacije praviloma
uporabimo  diskreten  model.  Diskretni  populacijski  modeli
predpostavljajo, da se generacije ne prekrivajo. Mnoge ZuZelke pa tudi
rastline se razmnoZujejo v dolocenih c¢asovnih obdobjih oziroma

intervalih.

Kot ¢asovni korak bomo vzeli 1, ki lahko pomeni uro, dan itd, ali pa tudi
leto. Posamezne intervale oznaéimo s t=0,1, 2,...Tako na primer

velikost populacije v tretjem Casovnem intervalu ozna¢imo z N; in
velikost populacije v zacetnem intervalu (intervalu 0) z N,. Velikost

populacije v nekem ¢asovnem intervalu je odvisna od velikosti populacije
v predhodnem c¢asovnem intervalu (predhodne generacije). Diskretni
model rasti populacije N lahko posploseno zapisemo v obliki enacbe
2.20 oziroma 2.21.

N =N, - f(N) (En 2.20)

N..=F(N,) (En2.21)

Funkcija f(Nt) predstavlja »stopnjo rasti populacije« po osebku

populacije ali »neto stopnjo reprodukcije«. Uporabljali bomo izraz:
»fitnes« funkcija« (angl. fitness function)
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Funkcija F (Nt) imenujemo funkcija prenove (angl. updating function),

ki je praviloma nelinearna in ima smisel le, ¢e je ne-negativnain N, >0.

Bistvo modeliranja za proucevano populacijo je, da dolo¢imo funkcijo
f(Nt) oziroma F(Nt) in njene parametre, ki dolocajo dinamiko

populacije.

Ceje N, = F(Nr) oziroma N,,=N,=N, (f (Nr)zl) potem je
N, tocka ravnoteZja oziroma ravnotezna tocka. Tocka ravnoteZja pa je

stabilna ali pa nestabilna.

Funkcija prenove F(N) naj bo zvezno odvedljiva funkcija v tocki

ravnoteZja N, .
Teorem

Brez dokazovanja povejmo, da velja:

Ceje F'(N,;)>1, bo totka ravnoteZja nestabilna.
Ceje 0< F'(N,;) <1, bo totka ravnoteja stabilna.

Ce je —1< F'(Nri)<0, bo tocka ravnoteZja sicer stabilna, bo pa

populacija nihala okoli tocke ravnotezja.

Ceje F'( \ ) < -1, bo to¢ka ravnoteZja nestabilna in obnasanje modela

nihajoce.

Enachi 2.20 in 2.21 sta rekurzivni enacbi prvega reda in ju lahko zapisemo
tudi v obliki diferen¢ne enacbe (enacba 2.22.).
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Nt+l_Nt :g(Nt)J (En 2.22)

2.3.1 Diskreten Malthusov model

Vrnimo se k enacbi 2.20. Predpostavimo, daje f(N,)=R konstanta.

N,,=R-N, > N,=R'-N, (En 2.23)

t+1
Pritem je N, velikost populacije v ¢éasovnem intervalu t =0.

Enacba 2.23 opisuje situacijo, ko je velikost populacije dolocena samo z
njeno plodnostjo. Populacija eksponentno raste ¢e je R >0, oziroma
upada ¢e je R<O0. Enacba 2.23 je diskretna verzija Malthusovega
modela.

Enacbo 2.23 vcasih zapiSemo (Murray, 2002, str. 45) tudi v nekoliko
spremenjeni obliki

Nt+1 =R- Nt,s 2 Nt,s = Nt(l_C)r

pri ¢emer mora biti C taka konstanta, da je N, < N,. Modifikacija
upoSteva ucinek prenasicenosti (ang. crowding effect). N ¢ je del
populacije, ki se je sposoben razmnozevati.

Malthusov model je zasnovan na sledecih predpostavkah:

= Vsak osebek populacije v povprecju izvali enako Stevilo potomcev
in to vsako obdobje enako povpredje a. Konstanto a
imenujemo stopnja rojstev po osebku (angl. per-capita birth rate)

=  Vsak osebek ima enako moZnost, da preZivi ali umre oziroma
izgubi plodnost pred naslednjim (paritvenim) obdobjem.
Verjetnost, da osebek umre ali izgubi plodnost pred naslednjim

obdobjem, je b. Konstanto b imenujemo stopnja umrljivosti po
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osebku (angl. per-capita death rate) in se od enega do drugega
obdobja ne spreminja.

= Razmerje med samci in samicami je vsako paritveno obdobje
enako.

= Starostna razlika med osebki populacije ni upostevana.

=V prostor, na katerem Zivi populacija, ni imigracij in prav tako ne

emigracij.

Stevilo osebkov, ki se izleZe vsako obdobje je proporcionalno velikosti
populacije na zacetku obdobja. Prav tako je Stevilo umrlih osebkov v
zaporednih obdobji proporcionalno velikosti populacije na zacetku
obdobja.

Tako pridemo do enacbe 2.24.
N, =N,+a-N,—b-N, (En 2.24)
> N, :(1+a—b)- N,

Ko je b=1, kar pomeni da celotna odrasla populacija odmre, bo

Nt+1:a'Nt-

Predpostavimo, da je zacetna populacija N0 >0. Iz enacbe 2.23 izhaja

enacba 1.24.

N
R (En 2.25)
Nt
N
dokler je —*L >1 bo populacija naras¢ala, ko je —*L =1 se nara$canje
t t
ustavi. Ce je  —*1 <1 bo populacija upadala.

t
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2.3.2 Od velikosti populacije odvisna stopnja rasti

Od velikosti populacije neodvisna stopnja rast (angl. density-independent
growth) je iz bioloskega vidika nerealisti¢na, ker jo v realnosti omejujejo
danosti okolja (razpolozZljivi viri, prostor, itd.). Poleg tega pa je rast neke
populacija odvisna tudi od njene velikosti (gostote). Neka populacija ima
najvecjo sposobnost obstanka pri neki srednji gostoti (Alleejev ucinek). Ko
neka populacija dovolj naraste, bodo osebki zaceli med seboj tekmovati
za vire, kar zmanjSa njeno rast. Predpostavka, da je razmerje starsi -
potomci konstantna ne vzdrzi. V populacijskem modelu moramo
upostevati zmanjsevanje (redukcijo) rasti. To se pravi, da se bo z

naras¢anjem N, funkcija f (Nt) postopoma zmanjsevala. Taka rast se

pogosto imenuje od velikosti (gostote) odvisna rast (angl. density-
dependent growth).

Funkcija f (Nt) ima, zaradi prenasi¢enosti in samo-regulacije, nekje svoj

maksimum N_.Za N, > N_ bo funkcija f (Nt) upadala (sliki 2.28). O
tem vec€ v naslednjem odstavku.

Niy1

F(Np)

0 |
N N;
Slika 2.28. Funkcija T (N,) (Murray, 2002, str. 48)

V modelu dinamike populacije upostevajmo Alleejev ucinek.
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Vsi rojeni potomci ne preZivijo in se ne uvrstijo med odrasle osebke v

naslednjem obdobju. Zaznamujmo stopnjo preZivetja (angl. survival rate)

potomcev s S(N ) , potem enacbo 2.23 lahko zapiSemo (Banasaik, 2018,

str. 2-5) :

N, =R-S(N,)-N, (En 2.26)

Fitnes funkcijo lahko posplo3eno zapisemo:

f(Nt):R'S(Nt)

Funkcija f (Nt) predstavlja stopnjo reprodukcije po osebku in je odvisna

od velikosti populacije. Tako je rast populacije odvisna od njene gostote

oziroma velikosti. Povecana populacije je kompenzirana s povecano

umrljivostjo.

S(N) odraza tekmovalnost med osebki iste populacije za vire (hrano,

prostor itd). V sploSnem obstajajo tri moznosti:

Ni tekmovalnosti. S(N ) =1.
Privilegirana tekmovalnost. Ce je N < N_ kar pomeni, da je
velikost populacije manjsa od kriticne velikosti N_, potem je

S(N)=1. V nasprotnem primeru, ko je N>N_, bo

N
S ( N ) = NC .V tem primeru preZivi samo del populacije.

Simetri¢éna tekmovalnost. Ce je virov dovolj glede na velikost
populacije N < N, preZivi celotna populacija: S(N)zl. Ce pa
je virov premalo glede na velikost populacije N > N, ne preZivi

nihée. V tem primeru je S(N ) =0.
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V realnosti ni lahko dolociti ali je v igri privilegirana ali simetri¢na
tekmovalnost. Prav tako je zelo tezko dolociti kriticno velikost N, .
Nicelno prezivetje pa je precej nerealisticno. Bolj realisticno je, da
ocenimo asimptoti¢no obnasanje S(N) ali f(N) ko gre N — 0. Glej
sliko 2.28.

2.3.3 Diskreten logisticen model

Zelo razsirjen je diskreten logisti¢ni model. Predpostavke so enake kot pri
zveznem logisticnem modelu. V zacetku, ko je populacija majhna, raste
eksponentno in ko se priblizuje nosilni kapaciteti okolja ( K ), raste vedno
pocasneje in ko doseze nosilno kapaciteto se ustavi. Model je podan s
sledeco enacbo (enacba 2.27):

N
N, =N, +r-N.-1-—+ (En 2.27)

K

r
Enacbo lahko zapisemo tudi v sledeci obliki: N,,; = N, -(1+ r 3 th
Fitnes funkcija je torej podana z enacbo 2.28:
r

f(Nt):l+r—ENt (En 2.28)

Fitnes funkcija linearno upada z naras¢anjem N,. Prikazana je na sliki

2.29 (dodatek 6).
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25

1.5

0.5

0
0 1 2 3 4

5

Slika 2.29. Fitnes funkcija f(Nt); enacba 1.26; parametri: r=1.5, K=2.

Diskretni logisti¢ni model zapisimo v obliki diferenéne enacbe.

N, N

Nt+1=Nt+r-Nt-[ —?j > NM—Nt:r-Nt-(l—?‘j

r
AN, = Nt'E(K_Nt)

Poiscimo tocke ravnotezja.

Vrnimo se k enachi 2.27. Tocka ravnotezja je podana z enacbo:

r'NI‘i .(1_&j:0'
K

od tod sledi, da je trivialna totka ravnoteZja N, =0
N, =K.

Poglejmo ali sta tocki ravnoteZzja stabilni ali ne?

n

Najprej poid¢imo funkcijo prenove F (Nt) in njen odvod.

50
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2
N,., = N, ~(1+r-(l—%jj > N, =N N r-N° s
N, =(1+1) N, ——N?
’ K

Funkcija prenove je (enacba 2.30):

F(N):a+r)N—~%~N2 (En 2.30)
Odvod funkcije prenove je ( enacba 2.31):

dF (N

——L—2=1+r—2-rfi (En2.31)

dN K

dF (0)

Za trivialno tocko ravnotezja N, =0 je: d—N:l+r >1, tocka je

nestabilna, ker r > 0.

M:l—l—r—Z'r Al
dN

bo ta tocka ravnoteZja stabilna ali ne, je odvisno od parametra . Glej

Za netrivialno tocko ravnotezja N,, = K je

teorem v zacetku poglavja 1.2.

1. Ce je 0<r<1, bo totka ravnoteZja stabilna. Populacija se bo
monotono priblizevala toc¢ki ravnotezja N,, = K

2. Ce je 1<r<2, bo totka ravnoteZja sicer stabilna, toda
populacija se bo nihajoce pribliZzevala tocki ravnotezja.

3. Ce je 2<r<3, bo to¢k ravnoteija nestabilna, populacija bo
nihala okoli tocke ravnotezja.

Enacbo 2.29 preslikamo v nivo-tok model prikazan na sliki 2.30 (dodatek
6).
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Slika 2.30. Logisti¢na rast; nivo tok model.

800

600

400

200

0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (Cas)

N:LOGP

Slika 2.31. Logisti¢na rast; dinamika modela; parametri: r=0.6, K=600; zacetna
vrednost: No=10

Spremenimo stopnjo rasti, ki najbo : r=1.5.Kerje 1<r <2, bo tocka
ravnoteZja Se vedno stabilna. Enacbo 2.29 lahko zapisemo:

15
N.,=N+—-N -(600—N,).
t+1 t 600 t ( t)

Dinamika populacije je prikazana na sliki 2.42 (dodatek 6).
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Pri vrednosti parametra r =1,5 populacija naras¢a hitreje, kot v primeru
ko je r=0,6 in ko populacija doseze vrednost K, okrog te vrednosti

kratko zaniha. Ker je 1< r <2 bo tocka ravnoteZja $e vedno stabilna.

800

600

400

200

0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (Cas)
N:LOGP

Slika 2.32. Logisti¢na rast; dinamika modela; parametri: r=1.5, K=600; zacetna
vrednost: No=10.

Spremenimo stopnjo rasti, ki naj bo sedaj: r=2.3. Ker je 2<r <3 bo
tocka ravnotezja nestabilna. Populacija niha okoli vrednosti K . Perioda
nihanja je 2 Casovni enoti (angl. limiting cycle of period 2.). Enacbo 2.29
lahko zapisemo:

2.3

N N, +——-N,- -N,).
t+600 t(600 0

t4l

Dinamika populacije je prikazana na sliki 2.33 (dodatek 6)

53



POPULACIJSKA DINAMIKA

800
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0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (Cas)

N:LOGP

Slika 2.33. Logisti¢na rast; dinamika modela; parametri: r=2.3, K=600; zacetna
vrednost: No=10,

Z velanjem parametra r je dinamika modela vedno bolj nepredvidljiva.
Ze majhna sprememba velikosti zacetne populacije N, spremeni
dinamiko modela, kar ilustrira slika 2.34. Naj bo r=2.9in zadetna

vrednost N, enkrat 10 in drugi¢ 11.

800
600
400
200
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (Cas)
N:LOGP N :LOGP1

Slika 2.34. Logisti¢na rast; dinamika modela; parametri: r=2.95; zacetna
vrednost: No=10 (LOG P), in No=11 (LOG P1).
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2.3.4 Beverton-Holtov model
Beverton-Holtov model podaja sledeca enacba 2.32:

—2 —’\it (En 2.32)
1+—-N,
K

Nt+1 =

Pri tem je K nosilna kapaciteta okolja oziroma zgornja meja rasti, Ko

N

populacija doseZe zgornjo mejo K = N, neha rasti: N

t+1 — Nt-

R-1
Naj bo k :T' Beverton-Holtov model lahko zapisemo v obliki, ki jo

podaja enacba 2.33.

Nt+1 = R N_t (En 2.33)
(1+k-N,)

Ce primerjamo enacbo 2.26 N, , =R- S(Nt)- N, in enacbo 2.33 potem

vidimo, da je S(N)=;.
(1+k-N)

Funkcija prenove F(N ):ﬂ je podana na sliki 2.35.
Y 14k-N

t
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ol
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Jncr
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o 100 20C Eles =~ 50C

Slika 2.35. Beverton-Holtov model; funkcija prenove; parametri: R=3,010,
k=0,00456.

Pois¢imo tocke ravnotezja N, torej tocke kjer se populacija ne

ri’
spreminja. Ena tocka je trivialna, to je N,, =0 in druga netrivialna
N,, =K (glej dodatek 7). Sedaj dolo¢imo 3e ali sta tocki ravnoteZja

stabilni ali ne. PoiS¢imo odvod funkcije prenove:

R-N
N)=— ——
( ) 1+k-N
dF(N) R-(1+k-N)-R-N-k N
dN (L+k-N)*
dF (N) R

dN  (1+k-N)*
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Vzemimo, da je notranja stopnja rasti R =3.010 in nasilna kapaciteta
K =440.8 (Mahaffy, 2001). V tem primeru je k=0.00456 in

dF (N) 3.010

dN  (1+0.00456-N)’

F(0)

dN

Za tocko ravnotezja N, =0 je

=3.010>1. Totka N, je
nestabilna.

M =0.332<1. Tocka

Za tocko ravnotezja N,, =440.8 je
ravnotezja N,, je stabilna.

Model, ki ga podaja enacba 2.33, preslikajmo v nivo-tok model (slika

2.36).
o /_\ N

X g
/dN/dt‘\
R

Slika 2.36. Beverton-Holtov model; nivo tok model.

Kk

Rezultat simulacije je prikazan na sliki 2.37 in potrjuje, da je tocka

ravnotezja N,, stabilna.
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500
400
300
200
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (¢as)
N:BH1

Slika 2.37. Beverton-Holtov model; dinamika modela; parametri: k=0.00456,
R=3.010; zacetna vrednost: No=350

2.3.5 Hassellov model

Hassellov model je velikokrat uporabljen za proucevanje populacijske
dinamike ZuZelk. Beverton-Holtov model je samo poseben primer
Hassellovega modela, ki vkljucuje »simetricno tekmovalnost» in ga
predstavlja enacba 2.34.

R-N
Ny=—— (En 2.34)
(1+k-N,)
Clen R- N, simulira eksponentno rast. To pomeni, da bo populacija pri

majhni velikosti (gostoti) rasla eksponentno, potem pa se bo z
narascanjem populacije velikosti rasti populacije zmanjsevala (glej sliko
2.38).

Pois¢imo tocke ravnotezja.
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N, = Ne s N C(LakeN, ) =R-N

(1+k-N, )

r
Tocka ravnotezja N, =0 je trivialna. Druga tocka ravnotezja je

Rb -1

N, = (dodatek 8).

Dolo¢imo stabilnost to¢k ravnoteZja. V ta namen odvajajmo funkcijo

prenove (dodatek 8) F ( N ) = ﬁ in dobimo :
J’_ .

dF(N):R.1+k-(l—b)-N 0235
b+1 .
dN (1+k-N)

. v V. ) dF( rl) : )
Za trivialno to¢ko ravnotezja N,, =0 je d—N =R.Kerje R>1,je

tocka ravnoteZja nestabilna.

Za netrivialno tocko ravnotezja: N, = je

dF (N b

M:—l+(l—b) (dodatek 8)
dN Rb

Vidimo, da je toka ravnoteZja odvisna od parametrov R in b, ni pa

odvisna od parametra K .

Crombie je leta 1946 prouceval populacije Zuzelk ( Mahaffy, 2004). Za
populacijo zobatega S$Citnika (Oryzaephilus surinamensis) navaja
dinamiko, kot jo prikazuje tabela 1. Iz zbranih podatkov so bile dologene

vrednosti parametrov modela: R =3.255, k =0.0073 in b=0.8178.
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Tabela 1. Dinamika populacije zobatega $¢itnika

tedni 02 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

podatki 4 4 2 6 14 28 34 36 40 47 42 43 42 47
5 3 7 5 5 1 5 1 0 0 0 5

Funkcijo prenove v primerjavi z zbranimi podatki prikazuje slika 2.38.

500

400

30C

20C

C 100 20C 30C 400 50C

Slika 2.38. Hassellov model; funkcija prenove; parametri: k=0.0073, R=3.225,
b=0.8178.

Pri tem moramo pripomniti, da je ¢asovna enota 14 dni.

Enacbo 2.34 preslikamo v nivo-tok model, ki je prikazan na sliki 2.39.

b
WA
/’detﬂ\
k

Slika 2.39. Hassellov model; nivo-tok model
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Rezultat simulacije je prikazan na sliki 2.40 ( dodatek 8)

500

400

300

200

100

0 5 10 15 20 25 30
Time (teden)

N:HAS 1

Slika 2.40. Hassellov model; dinamika modela; parametri: k=0.0073, R=3.225,
b=0.81; zaCetna vrednost: No=4; ¢asovna enota teden.

2.3.6 Rickerjev model

Rickerjev model je bil prvotno razvit za podrocje ribistva. Prikazan model
simulira dinamiko Pacifiskega lososa (Oncorhynchus nerka). Pacifiski losos
se za razmnoZevanje umakne v hladna jezera ali reke. Potem ko izleZejo
ikre odrasli osebki umrejo. Potomci se umaknejo v ocean in rabijo 4 do 5
le, da dozorijo. Odrasli osebki gredo potem ob istem ¢asu v natan¢no isto
jezero ali reko, kjer so se izlegli, in ko izlezejo ikre umrejo. Zivljenjski ciklus
pacifiSkega lososa je kompleksen dinami¢en model predvsem zato, ker bi
moral upoStevati 4 ali 5 letno dozorevanje. Rickerjev model je
poenostavljen v tem, da to razliko ignorira. V prikazanem modelu je cas
dozorevanja 4 leta.

Rickerjev model je podan z enacbo 2.36.
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~bN,

N,,,=a-N,-e (En 2.36)
Pritem sta a in b sta pozitivni konstanti.
Stiri letna povpredja Pacifiskega lososa v reki Skeena so podana v tabeli 2

(podatki so v tisocih) (Mahaffy, 2004).

Tabela 2. Populacija Pacifiskega lososa v reki Skeena (stiri letna povprecja)

190 191 191 192 192 192 193 193 194 194 194
8 2 6 0 4 8 2 6 0 4 8

100 740 714 615 706 510 278 448 528 639 523

Za populacijo Pacifiskega lososa postavimo glede na zbrane podatke:
a=1.535 in b=0.000783 (Mahaffy, 2004). Tako pridemo do modela,
ki ga podaja enacba 2.37 in je prikazana na sliki 2.41 (dodatek 9).

N,,, =1.535-N, -e 0% (En 2.37)

t+1

1000

8000

400

200

[ 200 400 SO0 E:=lala} 1000

Slika 2.41. Rickerjev model; funkcija prenove.

Model (enacha 2.36) preslikamo v nivo-tok model (dodatek 9) slika 2.42.
Dinamika modela je prikazana na sliki 2.43 (dodatek 9).
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b

Slika 2.42. Rickerjev model; nivo-tok model.

a

1200
800
400
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Time (Cas)
N :RICK 1

Slika 2.43. Rickerjev model; dinamika modela; parametri: a=1.535, b=0.000738.

Opazujmo dinamiko modela pri razlicnih vrednostih prametra a,
prikazana na sliki 2.44
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3500
2333
1167

0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (Cas)

N :RICK 2 N :RICK 3
N:RICK 1 N :RICK 4

Slika 2.44. Rickerjev model; dinamika modela; parametri: a=0.5 (RICK 1), a=1.535
(RICK 2), a=4.0 (RICK 3), a=7.5 (RICK 4)

Ko je vrednost parametra @ manjsa od 1, oziroma, ko je 0<a<1 bo

populacija upadala proti ni¢. Z naras¢anjem parametra a se bo
populacija s ¢asom priblizevala tocki stabilnosti (simulacijski tek RICK 2).
Ko vrednost parametra a S$e naprej narasca se bo populacija okoli tocke
stabilnosti iznihala (simulacijski tek RICK 3)

Doloc¢imo tocke ravnotezja N, (dodatek 9). Ravnotezna tocka N, =0

je trivialna. Iz enacbe 2.36 sledi:

e > N, = Int()a) En (2.38)

N.=a-N

r

ri

Posvetimo se Se vprasanju stabilnosti ravnoteznih toc¢k. Pois¢imo odvod
funkcije prenove:

F(N)=a-N-.e®™"

v obeh ravnoteznih tockah:
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=(a-N -e‘b‘N)’ >
dN
dF(N) =a-e”"+a-N-(-b)-e™" >
dN
dF(N) =a-e”"-(1-b-N).
dN
dF(N)

=a.

Za trivialno totko ravnotezja N,; =0 je

dN

Ceje 0<a <1, je ravnotezna tocka stabilna, populacija upada proti 0. Ce
pa je a>1 je ravnoteZna tocka nestabilna in populacija naras¢a. To je
razvidno tudi iz sliki 2.44.

In(a) |

b

7b~ln(a)
M:a.e b [1_bMJ >
dN b

df (N,,)
dN

Za ravnotezno tocko N,, =

=a-e"® (1-In(a)) >

df (N,,)

iN =1-In(a) (En 2.39)

Vrnimo se k enachi 2.37, ki podaja model populacije PacifiSkega lososa v

reki Skeena.

N,,; =1.535-N, @ 000078 N 1o kki stabilnosti sta:

N =0 in N,y = 0E5%5) gy os
n 70N e T 000783
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dF (N)
dN

=1.535.g 000N, (1-0.000783-N)

o son o OF(NG) |
Za trivialno to¢ko ravnotezja N,, =0 je N a=1535>1je

tocka ravnotezja nestabilna.
Za tocko ravnotezja N, =547.293 je

dF (N,,)
N =1-In (1.535) =0.571<1, je toka ravnoteZja stabilna.
2.3.7 Grafi¢na analiza stabilnosti

Stabilnost oziroma nestabilnost dinami¢nega sistema lahko ugotavljamo

tudi z graficno analizo. V ta namen se pogosto uporablja tako

imenovanimi »diagram pajCevine« (angl. cobweb diagram). Diagram

pajéevine prikaZe grafi¢no funkcijo prenove y=F (X) premico Y =X

ter izmenjujoCe se zaporedje horizontalnih in vertikalnih segmentov

zdruzujot tocke (Yor ¥o), (Yoo Y1), (Yur Y1), (Vi ¥,) itd. Totke

vvvvv

ravnotezja so na presecis¢ih krivulje y:F(x) in premice y=X.

Primer diagrama pajcevine prikazuje slika 2.45.
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15k ; i

y{n+1)

0.5 : 4

-0.5 : B
1 i 1 1 1 [N 1

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
y(n)
Slika 2.45. Diagram pajcevine; cos(y); izhodis¢na tocka yo=2.

Graficno analizo z uporabo diagrama pajcevine bomo prikazali na
poenostavljenem diskretnem logisticnem modelu (dodatek 10).

Vrnimo se k diskretnemu logistiénemu modelu. Do njega pridemo tudi z
naslednjim razmislekom (glej tudi enacbe 2.27 do 2.31).

Populacija N naj ima konstantno stopnjo rasti a in stopnjo umrljivosti

proporcionalno z velikostjo populacij: b-N . V intervalu n je prirastek
populacije a-N, osebkov in odmre b- N? osebkov. V zatetku intervala

Nn+1 je velikost populacije:

Nn+1=Nn+a'Nn_b’an 2 Nn+1=(1+a)'Nn_b'an 2

b
N .=(1+a)-N -|1-——-N En 2.40
n+l ( ) n ( 1+a nj (En )

Vpeljimo novo spremenljivko Y, :

b l+a
=— N, > N =—"2
Al
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Enacba 2.40 dobi obliko:

l+a 1+a
+T'yn+l:(1+a)'( b )yn(l_yn) 2
Yo = (1+ a)' Yo (1_ yn) (En 2.41)

Vpeljimo $e oznako: C= (1+ a) in pridemo do enacb:

Yna =C- Y, (1_ yn) (En 2.42)

Diagrami pajcevine diskretnega logisticnega modela (enacba 2.42)
narisani iz razlicnih izhodis¢ so prikazani na slikah 2.46, 2.47 in 2.48

vev v

(dodatek 10). Tocke ravnotezja so na preseciscu krivulj, ki jih ponazarjata

funkcija prenove y = f (X) in premica Y,,, = Y,-

Ce je v bliZini togke ravnote’ja X,; naklon krivulje funkcije prenove manjsi

od naklona premice Yy =X, potem zaporedje konvergira proti tocki

F(my

zaporedja pri tej tocki ravnotezja.

ravnotezja. Torej je pogoj <1 zadosten za konvergentnost

|z slik je razvidno, da je totka ravnotezje Y,, =0 nestabilna in Y,, =§

stabilna.
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0.8 - 1

0.6 -

0.4 - \ -

/ N
o2l / \..__

y(n+1)

ok 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y(n)

Slika 2.46. Diskreten logisti¢ni model; diagram pajcevine; parameter c=3;
izhodis¢na tocka 0.05.

1 T T T

0.8

y(n+1)

0.4 - \
i

0.2 | f

0 | 1 | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8

y(n)
Slika 2.47. Diskreten logisti¢ni model; diagram pajcevine; parameter c=3;
izhodis¢na tocka 0.2.
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0.8 T T T T T

0.75 —

0.7 -

yin+1)
/

0.45 1 | | | |

0.5

Slika 2.48. Diskreten logisticni model; diagram pajcevine; parameter c=3;
izhodis¢na tocka 0.5.

2.4 Modeli strukturirane populacije

V  predhodnih dveh odstavkih

populacijo, to se pravi nismo upostevali starostnih, spolnih in drugih razlik

smo obravnavali ne strukturirano

med posameznimi osebki. V tem odstavku se bomo posvetili modelom
strukturirane populacije (Sharov, 1992).

2.4.1 Lesliejev model

Lesliejev model je diskreten dinamicni model starostno strukturirane
populacije. Model, kot bomo videli, zahteva veliko Stevilo podatkov. To so
podatki o razdelitvi populacije v starostne razrede, podatki vezani na
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prezivetje osebkov v posameznih starostnih razredih in plodnost osebkov
v posameznih starostnih skupinah, ki pa jo je zelo tezko dolociti.

Populacija N je porazdeljena v starostne razrede (angl. age classes). Cas
je diskretna spremenljivka. Starostne razrede in obdobja (Casovne tocke
oziroma casovne intervale) merimo v istih enotah. Model se (obicajno)
nanasa smo na samice, ker le njihovo Stevilo igra vlogo v populacijski
dinamiki.

1 2 3 4 5 6 starostni razred

0 I 2 3 4 5 6 ¢as

Slika 2.49. Starostni razredi v ¢asovnih intervalih.

Vsaka starostna skupina ima specificno reprodukcijo in umrljivost.
Starostni razred bomo oznacili z X in &asovniinterval s t.

N, ; - Stevilo organizmov v starostnem razredu X v asovnem intervalu

t.

S, - stopnja preZivetja ali deleZ organizmov starostnega razreda X, ki

doseZe naslednji starostni razred X+1. (Na S, lahko gledamo tudi kot

verjetnost, da osebek v starostnem razredu X preZivi in preide v
naslednji razred.)

M, - povpreéno Stevilo potomcev (novih samic), ki jih da ena samica v

starostnem razredu X in pridejo v starostni razred N, — rodnost.

Lesliejev model je zasnovan na enacbah 2.43, 2.44 in 2.45

Nx+l,t+l = Nx,t ’ Sx (En 2.43)
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Enacba 2.43 pomeni, da bo iz starostnega razreda N, , prestopilo v
naslednji (X+1) starostni razred N, -S, osebkov (samic). Enacba se

nanasa ne vse starostne razrede, razen na starostni razred X=0, to je
razred novorojenih osebkov. Celotno populacijo v casu (¢asovnem

intervalu) t lahko zapiSemo kot vektor - populacijski vektor th , ki

podaja porazdelitev populacije po starostnih razredih v casovnem
intervalu t (enacba 2.44)

— T
Ny =(Noor Nppo NN ) (En 2.44)
Starostni razred N, bo vsota vseh novo rojenih osebkov vseh starostni
razredov.
n
Nota=2 Noi-m =Ny -my+N; -m+....+N_  -m
x=0

(En 2.45)

Tako pridemo do Lesliejevega modela, ki ga podaja enacba 2.46.
N, =A-N, (En 2.46)

Matriko A imenujemo Lesliejeva matrika. Elementi matrike so pozitivna
realna Stevila ali nic.

Zivljenjski ciklus neke populacije lahko shematsko skiciramo kot je to
prikazano na sliki 2.50. Kot primer vzemimo, da je celotna populacija
razdeljena na Stiri starostne razrede. Osebki v razredu 2 in 3 so plodni in
ustvarjajo reprodukcijo. Osebki v razredu 1 so novorojeni, ki $e ne
ustvarjajo reprodukcijo. V razredu 4 so stari osebki, ki tudi niso vec plodni
in prej ali slej umrejo. Razred 4 nas ne zanima vec.
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Sy e

Slika 2.50. Zivljenjski ciklus starostno strukturirane populacije

Dinamiko starostno strukturirane populacije, ki jo prikazuje slika 2.50
lahko zapisemo v obliki sistema enacb 2.47.

Nl,t+1 =m,- N2,t +m,- N3,t
N2,t+1 = SlNl,t
N3,t+l = SZNZ,t (En 2.47)

N4,t+l = S3 N3,t

Sistem enacb zapisimo v matricni obliki (enacba 2.48)

Nl,t+1 Om m O Nl,t
N S0 0 0Ny,
= . (En 2.48)
N 3,t+1 0 Sz 00 N 3t
N 4,t+1 00 S3 0 N 4t

Posploseno lahko enacbo 2.48 zapiSemo (enacba 2.49):
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N My M M, My, mo) N
0,t+1 0,t
S, 0 000
N, 0 N
Nl’” 0S 000 N“
N JF[0 0 s 00 . (En 2.49)
3,t+1 0 0 O 83 0 3t
Ns ot 00 Oueereeenn, S, 0 Ns

Tako na primer organizmi v starostni skupini 2 (X=2) v naslednjem

¢asovnem obdobju prispevajo N2,t M, v starostno skupino 0 (X=0) in

N, S, v starostno skupino 3 (X =3).

S, =0, e najstarejSega razreda ne upostevamo vec v populaciji ali ¢e vsi
osebki tega razreda umrejo. Cepa najstareji razred vkljucuje vse osebke,

ki so prisli v ta razred, potem Sg #0

Dolocanje koeficientov matrike je zasnovano na dveh funkcijah: funkciji
plodnosti (angl. fecundity function) m(x) in funkciji prezivetja I(X)

(angl. survival function).

Funkcija preZivetja |(X) je definirana kot verjetnost, da novorojeni

osebek preZivi do starostnega razreda X.
Razlikujemo 3 tipe funkcij preZivetja (Gonze, 2015) (slika 2.51):

Tip | - verjetnost, da bo novorojeni osebek preZivel daljSe obdobje do
neke starosti je velika, = potem pa zacne hitrost hitro upadati. Oblika
funkcije preZivetja je konkavna.

74



POPULACIJSKA DINAMIKA

Tip lll - verjetnost, da bodo novorojeni osebki preziveli zacetna obdobja je
majhna. Po nekem dolo¢enem obdobju pa verjetnost preZivetje le pocasi
upada. Oblika funkcije preZivetja je konveksna.

Tip Il — verjetnost preZivetja priblizno linearno upada.

I(x+1)
Stopnja preZivetja (Gonze, 2015) : S; =

1)

1(x)

Slika 2.51. Funkcija preZivetja (Gonze, 2015)

Funkcija plodnosti m(x) je definirana kot povprecno Stevilo novorojenih

osebkov, ki jih dajo osebki v enem starostnem razredu (X)v casovni

enoti (slika 2.52).

Rodnost (Gonze, 2015): m, ~1(1)-m(x).
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m(x)

Slika 2.52. Funkcija plodnosti (Gonze, 2015).

Analiza Lesliejevega modela.

Najprej dolo¢imo lastne vrednosti A, in pripadajoce lastne vektorje 7,

Lesliejeve matrike A. Izhajamo iz enacbe:
Aij=2-7 > (A-2-1)5i=0,
pri tem je | identi¢na matrika. Ker lastni vektor ni 6 mora biti matrika

(A—l- | ) =0. Da bo enacba imela ne-ni¢elno regitev mora biti matrika

(A—l- | ) singularna. To se pravi, da je njena determinanta O .

det(A-4-1)=0 (En 2.50)

Za matriko dimenzije SxS determinanta predstavlja polinom s-te
stopnje. Polinom ima splosno s korenov, to se prvi s lastnih vrednosti.
Nekatere se lahko ponavljajo. Nekatere so lahko tudi kompleksne. Ce je
neka lastna vrednost kompleksna, je lasna vrednost tudi njena

konjugirana vrednost. Vsaki lastni vrednosti /4, i=1 ... S pripada

lastni vektor 77
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Zacetni populacijski vektor Nt:O lahko zapisemo v obliki enacbe 51
(Mahaffy, 2018).

S .
N = ZCi 'ﬁi(J) (En 2.51)
i=0

Tako pridemo do enacbe 2.52.

N,=A-N, > N,=>¢c 47 (En 2.52)

i=0
Matri¢ni model ki ga podaja enacbe 2.52. lahko ponavljamo v ¢asu, tako
pridemo do modela kot ga prikazuje enacba 2.53.

(En 2.53)

2
>

Il
e

>
~

)
>
)

Il
M-
Ke)
=)

Perron-Frobeniusov teorem

Za vsako Lesliejevo matriko obstaja realna pozitivha lastna vrednost. Po
velikosti najvecjo lastno vrednost imenujemo dominantna lastna vrednost

A, in njej pripadajoci lastni vektor je realen.

Dominantna lastna vrednost dolo¢a asimptoti¢ne lastnosti populacije. Ce
je:

- A =1 je populacija stacionarna,
- A, >1 bo populacija narascala,

- A, <1 bo populacija upadala in prej ali slej izginila.
Ce je t dovolj velik je |21|t 0 |ﬂ,,|t 7ai=2, ... S,

bo populacija asimptoti¢no podana z enacbo 2.54 (Mahaffy, 2018).
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N, ¢ -4 7 (En 2.54)

Slabost Lesliejevega modela je v tem, da ne uposteva nosilne kapacitete
okolja, to se pravi ni omejitve rasti populacije. Tako pridemo do podobne
dinamike, kot jo izkazuje Malthusov model. Da upoStevamo omejitev rasti
populacije je potrebno model nekoliko spremeniti. Ena od moznosti je, da

rodnost M; v modelu ni vec konstanta paC pa, da upada z naras¢anjem

populacije. Upadanje rodnosti naj doloc¢a funkcija U(N). Modificiran

Leslie model podaja enacba 2.55.

N0t+1 NOt

' meU (N)m-U(N)........ m,-U (N) ’
N N

Lt+l S O O 1t
N N N

S S ! ST | 0 S
N31t+l ---------------------------------------------------- NS't
""" 0 IO P
Ns,t+l Ns,t

Ce predpostavimo, da rodnost upada eksponentno z velikostjo
populacije, potem lahko funkcijo U(N) zapisemo v slededi obliki

(Gonze, 2015) enacbe 2.56.

U(N)=r-e™" (En 2.56)
2.4.2 Nivo-tok model starostno strukturirane
populacije

Lesliejev model lahko preslikamo v nivo-tok model. Z nivo-tok modelom
Zelimo simulirati dinamiko populacije, ki je razporejena v starostne
skupine (Hannon & Ruth, 2001). Populacija je porazdeljena v N starostnih
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razredov, ki jih oznac¢imo z X. Predpostavimo, da je plodnost osebkov v
razredu X =0 enaka 0.
Oznacimo:

N, - Stevilo osebkov v starosti skupini X na zacetku obdobja.

Na primer N, je Stevilo osebkov na zacetku drugega leta starosti
N, =229

S, - stopnja preZivetja v starostni skupini X (v obdobju X do x+1).

Pr, -Stevilo preZivelih v starostni skupini X: Pr, =N, -S, =N, ;.

Na primer N;=N,-S,=229-0.433=99 (S,=0433). V
Lesliejevem modelu ni ¢lena, ki dolo¢a Stevilo umrlih v

posameznih starostnih skupinah. Pri nivo-tok modelu, ki je
zasnovan na diferencénih enacbah pa je to potrebno.

D, - Stevilo umrlih v starostni skupini X (obdobju X do X+1) :
D, =(1-S,)-N,;
na primer D, =(1-S,)-N, =(1-0.433)-299=130;

m, - stopnja rodnosti v obdobju X do X+1.

N, - Stevilo novorojenih osebkov v enem ¢asovnem obdobju.
n
Noga =2 Ny M =Ny M+ Ny oMy .+ N oMy (En 2.57)

x=1

Prehod osebkov iz ene v drugo starostno skupino podaja diferencna
enacba 2.57.

AN, =S, N, =S N, —(N, =S, -N,) (En 2.58)
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AN, =Pr, .—Pr.—D (En 2.59)

X x—1 X X
Pritem je:
Pr.,=S,,-N,
Pr,=S,-N,
D, =(1-S,)-N,
Nivo-tok modela prikazuje slika 2.53.

oy

Slika 2.53. Struktura nivo-tok modela starostno strukturirane populacije.

Nivo-tok model - primer 1

Poglejmo si Stevilcen primer. Za neko populacijo so podatki zbrani v tabeli
3. Populacija ima 4 starostne razrede.
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Tabela 3. Nivo-tok model - primer

X

Nx,O Sx mx

starostni razred
$tevilo osebkov stopnja preZivetja rodnost

0 20 0.5 0.5
1 10 0.8 2.4
2 40 0.5 1.0
3 30 0.0 0

Z 00

Na osnovi zbranih podatkov postavimo slede¢ Lesliejev model (enacba

2.57), (dodatek 11).

N, =(A)-N,.
74:1) (05 24 10 0 204
g || {05 0 0 0 |10
18, | |0 08 0 0 ||40,,
203,t=1 0O 0 05 O 30&t=0

(En 2.60)

Celotno Stevilo osebkov je zaletku, torej v ¢asu t=0, enako 100 in v

¢asu t =1 enako 112.

Nivo-tok model je prikazan na sliki 2.54.
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- % Nr

—

Slika 2.54. Nivo-tok model strukturirane populacije; primer 1.

Rezultat simulacije je prikazan na slikah 2.55, 2.56 in 2.57.
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300
225
150
75
0
0 1 2 3 4 5
Time ()
NO:LES1 N2:LES1
N1:LES1 N3:LES1

Slika 2.55. Dinamika posameznih starostnih skupin; primer1.

500

400

300

200

100

Time (t)
POPULACIJA:LES 1

Slika 2.56. Dinamika celotne populacije; prime 1.
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30,000

24,000

18,000

12,000

6000

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
Time ()
POPULACIA:LES 1

Slika 2.57. Dinamika celotne populacije; primer 1; daljSe obdobje.

Nivo-tok model - primer 2

Preslikajmo Lesliejev model, ki ga podaja enacba 2.61, v nivo-tok model.
(Gonze, 2015)

01 5) (ko
N,=[030 0|0, (En 2.61)
0050)|0,,,

Nivo-tok model (dodatek 12) je prikaza na sliki 2.58 in rezultati simulacije
na slikah 2.59, 2.60 in 2.61.
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0 o

- ES Nr

Slika 2.58. Nivo-tok model; primer 2.

o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Time (t)

POPULACIJA:LES B1

Slika 2.59. Dinamika celotne populacije; primer 2.
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15

0 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
Time (t)

POPULACIJA : LES B1

Slika 2.60. Dinamika celotne populacije; primer 2; daljse obdobje.

14

0 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
Time ()

NO : LES Bl N2 :LES Bl
N1:LESB1

Slika 2.61. Dinamika posameznih starostnih skupin; primer 2.
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Dvostopenjski populacijski model - primer 3.

Model Zivljenjskega cikla populacije neke Zuzelke poenostavimo v
dvostopenjski populacijski model: jajéeca - spremenljivka J in zreli
osebki — spremenljivka Z . Podatki, na osnovi katerih so zasnovani
modeli, so obicajno dobljeni v laboratorijskih raziskavah. Jajcece
smatramo kot mrtvo, ¢e se iz njega ve¢ ne more izvaliti zrel osebek.

Model je podan s slede¢ima enacbama 2.62 in 2.63.

d_‘J:a_.Z_b.J_C.J (En 2.62)
dt
d_Z:C.J_d.Z (En 2.63)
dt

Pri term je:

a stopnja leZenja jajcec - Stevilo jajcec po zrelem osebku na dan,
b  stopnja umrljivosti jajéec,

C stopnjaizleganja - s katero se iz jajCec izleZejo zreli osebki,

d stopnja umrljivosti zrelih osebkov,

rojstva=a-Z Stevilo novih jaj¢ec na dan,
smrti=b-J Stevilo odmrlih jajéec na dan,

dozorel =c-J Stevilo izlezenih zrelih osebkov na dan,
smrtiz=d-Z tevilo umrlih osebkov na dan,

Enacbi 2.59 in 2.60 preslikamo v nivo-tok model prikazan na sliki 2.62
(dodatek 13).
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Slika 2.62. Enostaven dvostopenjski populacijski model; nivo-tok model; primer 3.

Rezultat simulacije je prikazan na slikah 2.63 in 2.64.

POPULACIJSKA DINAMIKA

rojstva

;e

dozorel

.

2
yAY

umrti z
L,

200

150

100

50

J:M4

18 20

22

8 10 12 14
Time (Day)
Z:M4

Slika 2.63. Dinamika modela;—primer 3; parametri: a=0.5, b=0,0688,

¢=0.1862,d=0.2.
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100

75

50

25

0

31 41 51 61 71 81 91 101 111 121 131 141
J

Z:M4
Slika 2.64. Odvisnost Z (zreli osebki) od J (jajéeca); parametri¢na krivulja.

Medsebojno odvisnosti spremenljivk Z - J lahko prikaZzemo tudi kot
familijo parametri¢nih krivulj v smernem polju (slika 2.65 in dodatek 13).

loo\\\\\\;\s\s\»—»—»’v/v/v
A CTA A A TA A T A TR eV A
0 a ™~ - ~a~a - > > _¥ A4 f
Ola ~a > —>—> _» A A A o]
R e A I I I N
Pl T R X XX X XX
e T R R X X X XX
T e AR S, W S U N NI N NI SN
~ o X R R R XX X X X XX
AN U\ U N N N N N N VAN N N
NEAL.V.N. V). N.V0. N5, V5. V5. V0. NI N S SR
0 20 40 60 80 100 120 140

Slika 2.65. Smerno polje in parametri¢na krivulja; parametri: a=0,5, b=0,0688,
¢=0,1862, d=0,2 zacetni pogoji J(0)=50, Z(0)=0.
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DODATKI K POGLAV]JU 2

Dodatek 1

Model eksponentne rasti

Diferencialna enacba modela:

dN(t)

ot a-N(t)

AN _ gt > jd—N=ja-dt+c > InN=a-t+C >
N N

N (t) — ea~t+C — eC . ea-t S
N(t)=N, e

Nivo-tok model - eksponentna rast:

QdNA/dW’/:N
t
/'

a

Enacbe modela

a= 0.01
"dN/dt" = a*N
N = INTEG ("dN/dt", 1)

Parametri simulacije
INITIAL TIME = 0
FINAL TIME = 20
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP = 1
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Rezultat  simulacije  za razlicne  vrednosti parametra a

(a=0.05, 004, 0.03, 0.01) je prikazan na sliki 2.2.
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Dodatek 2
Malthusov model

Diferencialna enacba modela:

aND
T—(a b)-N(t)

Nivo-tok model - Malthusov model

o z'/s N SeT VRS
/Vrast /upad
a b

Enacbe modela

a=20.04

b = 0.05

rast = a*N

upad = b*N

N = INTEG ((rast-upad)*N, 1)

Parametri simulacije

INITIAL TIME = 0
FINAL TIME = 20
TIME STEP =1
SAVEPER = TIME STEP

Rezultat simulacije za razli¢ne vrednosti parametrov a in b

(a=0.05 b=0.04 in a=0.04, b=0.05) je prikazan na sliki 2.4

92



POPULACIJSKA DINAMIKA

Dodatek 3

Model logisti¢ne rasti

Diferencialna ena¢ba modela:

O {1-40)

K

:_|'r-dt:r-t+Cl >

1 K =K—N(t)+N(t) 1 1

N©-(K-N(O) NO-(ND) N (K-N(D)

> In N(t)t =rt+C, > KN(t) =e%.e"=Ce" >

> > N(t)=C-K-e"-C-N(t)-e" >

93



POPULACIJSKA DINAMIKA

rt

> N(t):KceH:l K , = oznatimo —=A

1+Ce 7’e—r~t+1 C

C
Splosna resitev:
K
— — (D3.2)
1+ A-e
. . N . K
Naj bo N, velikost populacije v ¢asu t=0, potem je: Ny=——- >
1+A
a=K=No
N,
Vstavimo v splosno resitev
rt
N = K KN K N = Kr-tN0 ° >
1+ - oe—r»t No‘e +K—N0
N,
_ K-Ng-e™
K-N, -(1—e”)
Partikularna resitev:
N = K (D3.2)

l+[K—1]-er't
NO

Nivo-tok model - logisti¢na rast
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SN

>

/d@dt\

r
K

Enacbe modela

r =0.2

K = 10000

"dN/dt" = r*N* (1-N/K)

N = INTEG ("dN/dt", 100)

Parametri simulacije

INITIAL TIME = O
FINAL TIME = 100
TIME STEP = 1
SAVEPER = TIME STEP

Rezultat simulacije je prikazan na slikah 2.6 in2.7.

Maxima: Smerno polje z integralnimi krivuljami (slika 2.8).
Sprememba oznake N — 'y

enl: »diff(y,t) = r*y*(l-y/K);

r: 0.2;

K: 10000;

ode2 (enl,y,t);

load("plotdf") ;

plotdf (r*y* (1-
y/K)1,I[t,y]l,[y,100,20000],[t,0,50]);

Vrnimo se k enacbi D 3.1:
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dN—(t):r.N(t).[1_M]: £(N)

dt K

Maxima: graficni prikaz funkcije (slika 2.9)
Sprememba oznake N — X

r: 0.1;
K: 1500;
load(draw);
set_draw_defaults(
xrange=[-200,1600],
yrange=[-20,50],
grid=true,
line_width=2,
color=black);
draw2d (color=blue, yrange=[-20,50],
explicit (0.1-x-(1-x/1500), x,-200,1600),
color=black,line_width=1,
polygon([[0,-20],[0,0],[0,50]]), polygon([[1500,-20],[1500,0],
[1500,501]), polygon ([[-200,0],[0,01,[1600,01]))$

Model logisti¢ne rasti pretvorimo v normiran model.

_dN (t) =r-N (t)-(l—w]. Parameter I ima dimenzijo 1 in
dt K cas

N (t) dimenzijo populacija. Ti dve veli¢ini pretvorimo v brez
dimenzionalni veli¢ini:
dr N()

oznalimo: r-t=7 2> dt=—, —2=X
r K
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dN—u)zr-N(t)-[l—%];K

dt
1dNw N [ N
K dt K K )’
in dobimo:
1 dN® g & _ e
< de =x(1-x) > dT_x(l X)

Nivo-tok model normiranega modela logisti¢ne rasti

" X > X

dx/dt
V\/

Enacbe modela

"dx/dt" =x*(1-x)
x = INTEG ("dx/dt", 0.001)

Parametri simulacije

INITIAL TIME = 0
FINAL TIME = 100
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP = 0.125

Rezultat simulacije je prikazan na slikah 2.11, 2.12 in 2.13.
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Dodatek 4

Model logisti¢ne rasti s konstantno Zetvijo

Normiran model logistiéne rasti s konstantno Zetvijo podaja sledeca
diferencialna enacba:

dx
E:x-(l—x)—h: f (x)

Bifurkacijski diagram
Maksima: grafi¢ni prikaz funkcije X- (1— X) —h=0 (slika 2.14)

Sprememba oznake: X—>Yy 2> Yy in h—>X
load (draw) ;
set_draw_defaults(

xrange=[0,0.3],

yrange=[0,1],

grid=true,

line width=4,

color=black) ;
draw2d (grid=true,color=blue,line type=solid, xlabe
1="h",ylabel="x",

implicit(y*(1-y)-x=0, x,0,0.3,y,0,1));

Maxima: graf funkcije f (X) =X- (1— X) —h zarazli¢ne vrednosti

parametra h (h=0.2, 0.25, 0.3) je prikazan na sliki 2.15.

load (draw) ;

set draw_defaults (xrange=[0,1], yrange=[-

0.1,0.1]1,
grid=true,line_width=4,color=black) ;

draw2d (color=blue, yrange=|[-

0.1,0.1] ,explicit(x*(1-x)-0.2, x,0,1),
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xlabel="x", ylabel="f(x)",
color=black,explicit(x*(1-x)-0.3, x,0,3),
color=red, explicit(x*(1-x)-0.25, x,0,1),
color=black, line_width=1,
polygon([[0,0],[5,0],[10,0]11));

Maxima: smerno polje z integralnimi krivuljami; za h=0.2 slika 2.16, za
h=0.25 slika 2.17 in za h=0.3 slika 2.18:

enl: »diff(y,t) = y*(1-y)-h;

h: 0.2;

load("plotdf") ;

plotdf ([y*(1-y)-h],[t,y],[y,0,1],[t,0,20]);

Najvedji trajnostni donos

Izhodisce:
2
dN(t):r.N(t).( _—N(t)j—H:O S VLG S PR RN
dt K
2
TN N+H=0
r

Oznaéimo: a=— inb=r
K

b+b?—4-a-H

> a-N°-b-N+H=0 > N_,= .V toki
' 2-a
bifurkacije je b*—4-a-H =0 - Najvegji trajnostni donos (Zetev) je
K-r
torej: H=——.
4
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Dodatek 5

Model populacijske dinamike smrekovega
zavijaca

Funkcijski odziv tip Il (glej poglavje 4)

N2

N)=B-———
p( ) A2 + N2

Vrednosti parametrov; B =200 in A=2000

Maxima: funkcionalni odziv p(N) (slika 2.19)

Sprememba oznake: N —X
load (draw) ;
set_draw_defaults
(xrange=[0,5000],
yrange=[0,200],
grid=true,
line width=4,
color=black) ;
draw2d (color=blue, yrange=[0,200],
explicit (200*x~2/(2000~2+x*2), x,0,5000)) ;

Model dinamike populacije smrekovega zvijata pretvorimo v normiran
model.

2
d_N:R.N. 1_ﬁ —B-%.
dt K A°+N
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N N2 X2
Oznadimo X=— > 5 > = 5
A A +N 1+X
2
N _ NNV B X
A-dt A K A 1+X
2
%:R X - 1_X_A _E. X 5
dt K A 1+X
2
Oznac&imo k—5 -> dx = R - X _X X
A (B)dt (Bj k) 1+x
A A

Oznacimo T—( J -t in I’——

Tako pridemo do normiranega modela:
dx X X2
—=r-X-|1—— |— 5
dr k) 1+x

2
X X
Tocke ravnoteZja so podane s funkcijo f (X) =r. X-[l——}— >=0

Maxima: funkcija f (X) (slika 2.20).

Vrednosti parametrov: r=0,48 in k =10

k: 10;
r: 0.48;
load (draw) ;

set_draw_defaults(
xrange=[0,10],
yrange=[-5,5],
grid=true,
line width=3,
color=black) ;
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draw2d (color=blue, yrange=[-0.5,0.6],
explicit (r*x* (1-x/k)-x*2/(1+x*2), x,0,10),
color=black,line width=2,
polygon([[0,0],[5,01,[10,011));

Dolo¢imo vrednosti X, ki zadostijo enacbi: I - 1—1 X > =0
k) 1+x
X X X X
> rl-—|= .2 £ (X)=r-|1-=|in f, (X)= .
( k) 1+ x? 1) ( kj 2 (x) 1+ x?

Parameter kK =10, parameter r naj ima razli¢ne vrednosti: 0,38,

0,48, 0,56 in 0,7

Maxima: funkeiji f, (X) in f,(X) (slika 2.21) :
load (draw) ;
set_draw_defaults (
xrange=[0,10],
yrange=[-5,5],
grid=true,
line width=2,
color=black) ;
draw2d (color=blue, yrange=[0,0.6],
explicit(x/(1+x*2), x,0.1,10),
color=red,
explicit(0.38 (1-x/10) ,x,0,10),
explicit(0.48:(1-x/10) ,x,0,10),
explicit(0.56(1-x/10) ,x,0,10),
explicit (0.7 (1-x/10), x,0,10));

Bifurkacijski diagram
Izhodisce je enacba:

2
r-x-[l—ij— X 2:0
k) 1+x
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ki doloca ravnotezne tocke. IS¢emo funkcijo odvisnosti ravnoteznih tock
od parametrov I in K. Predpostavimo, da je Kk konstanta in se ne
spreminja. RavnoteZne tocke so potem odvisne samo $e od parametra I .

Postavimo kK =10 in dobimo funkcijo:

X2

=0
1+ x?

X (r)=r-x-(1-0.1-x)-

Maxima: funkcija Xr(l’)zo (slika 2.22)
Sprememba oznak: X —> Yy in I =X :
load (draw) ;
set_draw_defaults(

xrange=[0,0.8],

yrange=[0,10],

grid=true,

line width=4,

color=black) ;
draw2d (grid=true,color=blue,line type=solid,

implicit(x* (1-0.1*y)=y/ (1+y*2), x,0,0.8,

y,0,10));

Integralne krivulje

Maxima: smerno polje z integralnimi krivuljami (slike 2.23, 2.24 in 2.25)
Spreminjamo vrednosti parametra r (0.3, 0.48, 0.7)

»diff (x,t)=r*x*(1-x/k)-x*2/(1+x*2) ;

r: 0.7;

k:10;

load("plotdf") ;

plotdf ([r*x* (1-x/10) -

x*2/ (1+x~2)],[t,x],[t,0,100],[x,0,10]) ;
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Nivo-tok model smrekovega zavijaca

oy Z . X ///’_\\\\‘Z

AN

prirau plenjenje

Enacbe modela:
prirast = r*x* (1l-x/k)
plenjenije = x*2/ (1+x"2)
k =10
r = 0.48
x= INTEG (prirast-plenjenje, 9)

Parametri simulacije:

FINAL TIME = 50
INITIAL TIME = O
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP = 0.25

Rezultati simulacije je prikazan na sliki 2.27.
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Dodatek 6
Diskreten logisticen model

Enacbo modela lahko zapiSemo v eni od sledecih oblik:

t+1

N :Nt+§-Nt.(K—Nt), NM:Nt+R-Nt-(1—%j,

Nt+1= Nt+R'Nt_§'Nt2

N
N, = N, -(1+R-(1—?D

Fitnes funkcija:
Nt+1:Nt'f(Nt) > Nm:Nt'(lJrR_%NJ >

f(N)=1+R— N,

Maxima: fitnes funkcija (slika 2.29)
Sprememba oznak: f(N)—>y, N—X

load (draw) ;
r: 1.5;
K: 2;
set_draw_defaults (
xrange=[0,5],
yrange=[0, 3],
line width=3,
color=black) ;
draw2d( color=blue, yrange=[0,3], grid=true,
line width=3,
implicit (y=1+r-(1-x/K), x,0,5, y,0,3),
color=black, line width=1,

polygon([[0,1],[1,1],[5,1]11));
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r
Preslikava modela AN :Nt'E(K_Nt) (enacba 2.29) v nivo tok

model.
K
oy A P N
aXid
r‘/
Enacbe modela
r=2.95
K=600

dx/dt=(r/K) *N* (K-N)
N= INTEG (sprememba,10)
Parametri simulacije.

FINAL TIME = 20
INITIAL TIME = O
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP =1

Opomba: Simulacija je izvrSena pri razli¢nih vrednostih parametra r (0,6,
1,5, 2,3, 2,95)

Rezultati simulacije so prikazani na slikah: 2.31, 2.32, 2.33 in 2.34.
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Dodatek 7
Beverton-Holtov model

Enacba modela:

1+T‘ Nt 1+ * Nt
N pri tem je kK _R-1
P J K
Funkcija prenove:
1+k-N

Maxima model (rezultat: slika 2.35):

Sprememba oznake: N, > X

R: 3.010;

k: 0.00456;

load (draw) ;

set_draw_defaults (
xrange = [0, 500], yrange = [0, 500],
grid =[2, 2], line width = 3,
color = blue );

draw2d (explicit (R'x/(1+k°'x), x, 0, 500) )$

.N.
Totke ravnoteZja podaja enacba: N, =—1”. Ena tocka je

R
PRARERYY
K
trivialna: N, =0.

Drugo tocko pois¢emo iz enacbe:

107



POPULACIJSKA DINAMIKA

- R 5 1+RT_1-NYZ:R > RN, =r-1 >

Preslikava enacbe modela v nivo-tok model.

R-N
Nt+l = \
1+Kk-N,

ANt=—Bi£——Nt=NV _Ji;__l
1+k-N, 1+k-N,

N
/’dN/dt‘\
k R

Enacbe modela

- zapisano v obliko diferen¢ne enacbe:

k = 0.00456

R = 3.010

"dN/dt"= N* (R/ (1+k*N)-1)
N = INTEG ( "dN/dt", 350)

Parametri simulacije

INITIAL TIME = 0
FINAL TIME = 20
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP =1

Rezultat simulacije je prikazan na sliki 2.37.
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Dodatek 8

Hassellov model

R-N,

N = "t
(kN

R-N

Funkcija prenove: F(N)= m

Trivialna tock ravnoteZja:
N, =0
Netrivialna tocka ravnotezja:
R-N,, R

N,=— 2 _ 31=— " 5 (1+k-N,) =R >
“(1+k-N,,) (1+k-N,,)’ ( 2

Rb -1
k

NrZ =

dF (N)
dN

=7

Odvod funkcije prenove -

dF(N) R-(1+k-N)"=R-N-b-k-(1+k-N)"" N

dN (1+k-N)**
drF (N) o1 (1+k-N)=b-k-N
dN (L+k-N)*
dF(N) _ (1+k-N)-b-k-N

dN (1+k-N)™

:R-(l+k~N)
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dF(N) _ 1+k-(1-b)-N
> =R- b+1
dN (1+k-N)

Za trivialno tocko ravnotezja: N, =0 .

dF(N,,) _ 1+k-(1-b)-N,

dN (L+k-N, )™
1+(1-b)-| R
(N, )(

] j
)

Za netrivialno tocko ravnotezja:

[SAIS

= >
dN R%
dF (N, b
d(N 2):—1+(1—b)
Rb

Funkcija prenove in primerjava z opazovano dinamiko populacije hros¢ev
(Oryzaephilus surinamensis) (Mahaffy, 2004)

Maxima model (rezultat: slika 2.38):

Sprememba oznake: N, =X

R: 3.255;
k: 0.0073;
b: 0.8178;

load (draw) ;
set_draw_defaults(
xrange=[0,500],
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yrange=[0,500],

grid=[2,2],

line width=3,

color=blue) ;

draw2d (explicit(R-'x/(l+k ‘x)“b, x,0,500),

line width= -2,

color = black, (explicit (x, x, 0, 500)),
color=red,

point_size =1, point_ type =7, points([ [25,
63], [63 ,174],

[174, 285], [285, 345], [345, 361], [361,
405], [405, 471],

[471, 420], [420, 430],[430, 420], [420, 475
1, [475,435],

[435, 480]11))%

Preslikava funkcije

_ R-N,
kN
v nivo-tok model:
b
o «z’/—>\ N
/’detﬂ\
k
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Enacbe modela

k=0.0073

R=3.255

b=0.8178
"dN/dt"=N* (R/ (1+k*N) ~*b-1)
N=INTEG ("dN/dt", 4)

Parametri simulacije
INITIAL TIME=0
FINAL TIME=50
SAVEPER=TIME STEP
TIME STEP=1

Rezultat simulacije je prikazan na sliki 2.39.
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Dodatek 9

Rickerjev model

Enacba modela:
N.,=a-N,-e™ ; ain b sta pozitivni konstanti.
Za a=1.535 in b=0.000783 je:

N . =1.535. N, .g ¢000783N,
=1. .

t+1

Funkcija prenove:
F(N)=a-N-e™"

Maxima model (rezultat: slika 2.41):

Sprememba oznake: N — X

a: 1.535;

b: -0.000789;

load (draw) ;

set_draw_defaults (
xrange=[0,1000],
yrange=[0,1000],
grid=[2,2],
line width=3,
color=blue) ;

draw2d( explicit(a - 'x-%e*(b'x), x,0,1000),
color=red, point size=1, point type=7,
points ([
[1000,740],[740,714],[714,615],[615,706],
[706,278],[278,448],[448,528],[528,639],[639
»523] 1))

Tocki ravnotezja.

Trivialna tocka ravnotezja: N, =0.
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Netrivialna toc¢ka ravnotezja:
—bN, _ —b-N,
N,=a-N,-e > O=a-N,,-e""2 =N,

0=N, -(a-e‘b‘”'i —1) >

g e :é > N, = )

Preslikava Rickerjevega modela v nivo-tok model

N

_b-N . . . v M
wp=a-N, -e"™ - zapisanov obliko diferen¢ne enacbe:

AN=a-N-e®™™ —N

@/d&(\’\ -

b

a

Enacbe modela
a = 1.535
b = 0.000783
"dN/dt" = a*N*EXP (-b*N) -N
N= INTEG ( "dN/d4dt", 1000)

Parametri simulacije
INITIAL TIME = O
FINAL TIME = 30
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP = 1

Rezultat simulacije je prikazan na slikah 2.43 in 2.44
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Spreminjajmo

nespremenjen:

simulacijski tek RICK 1:

simulacijski tek RICK 2:
simulacijski tek RICK 3:

simulacijski tek RICK 4:

parameter a,

b =0.000783

parameter

a=05 0O<ax<l
a=1.535 l<a<e=2.7183

a=40 e<a<eg’

a=75 a>e’t:

Pripadajoce tocke stabilnostiza a >1:

~ In(1.535)
r2 = L
In(4.0
er = b
In(7.5
N, = (b )

=547.293

=1'770.590

=2'573.312
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Dodatek 10

Grafi¢na analiza diskretnega logisticnega modela

Model:
Yo =€ Yo (1= Y,)-
Funkcija prenove:
fly)=cy-(1-y)
Doloc¢imo tocki ravnotezja: za =3

Yo =3y,-(1-y,) 2 ¥ (38-3y,-1)=0 >
‘ 2
yr1:O|n 2—3-yr2=0 > yrzzg

Izracun tock ravnotezja

Maxima model:

kill (y)$

load ("dynamics") $

a: logen: 3y (1l-y);
3*(1-y) *y

fixed: solve (logen - y);
[y=2/3,y=0]

Diagram pajcevine

Maxima model (rezultat: slike 2.46, 2.47, 2.8)

kill (y)$

load ("dynamics") $

staircase (3'y-'(1-y), 0.05, 8, [y, O, 1]) $
staircase (3*y*(l-y), 0.2, 8, [y, 0, 1]) $
staircase (3*y*(l-y), 0.5, 8, [y, 0.5, 0.8]) $§
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Kratka obrazloZitev Maxima ukaza: <staircase>

Ukaz: <staircase (f, yo, N, opcije >
n - Stevilo vertikalnih segmentov
ly, 0, 1] — obseg grafa — velikost osi

Ukaz narise funkcijo f (v obravnavanem primeru je to funkcija prenove in
premico yn«1=Yn Vertikalni segment se narise od tocke (yo, yo) (na premici)
do tocke kjer se vertikala dotakne funkcije f. Od te tocke se potegne
horizontalni segment do tocke (yi, y1). Procedura se ponovi n-krat, do

tocke (yn, yn).
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Dodatek 11

Lesliejev model - primer 1

Lesliejev model

N,=(A)-N,
) (05 24100 204
g - 10,45 | |05 0 0 0 ||10,,
“8,.,| |0 08 0 0 ||40,,
203't=1 0 0 05 O 3031t=0

Nivo-tok model:

Ly
A A 7

O

%szl

__Pr0o
v

N2 N3
Pr2

RO

X Nr
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Enacbe modela

Sr = NO*0.5+N1*2.4+N2*1
A = Nr
Nr= INTEG (Sr-A,0)

RO = Sr

S0 =0.5

Pr0 = NO*SO
DO = NO* (1-S0)

NO = INTEG (RO-DO-Pr0,20)

S1 =10.8

Prl = N1*sS1

D1 = N1*(1-S1)

N1 = INTEG (PrO-D1-Prl,10)

s2 = 0.5

Pr2 = N2*S2

D2 = N2*(1-S2)

N2 = INTEG (Prl-D2-Pr2,40)
D3 = N3*

N3 = INTEG (Pr2-D3,30)

POPULACIJA = NO+N1+N2+N3

Parametri simulacije:

INITIAL TIME = 0
FINAL TIME = 5
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP = 1

Rezultat simulacije je prikazan na slikah 2.55, 2.56 in 2.57.
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Dodatek 12

Lesliejev model - primer 2

Lesliejev model:

0 1 5) (L
N_,=[03 0 0[]0,
0050)|(0,,,

Nivo-tok model

Pr2
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Enacbe modela

A = Nr

Sr = N1*1+N2*5

Nr = INTEG (Sr-A,0)
RO = Sr

S0 =0.3

Pr0 = NO*SO
DO = NO* (1-S0)
NO= INTEG (RO-DO-Pr0,1)

Sl = 0.5

Prl = N1*S1

D1 = N1*(1-S1)

Nl= INTEG (Pr0-D1-Prl,0)

S2 =0

Pr2 = N2*S2

D2 = N2*(1-S2)

N2 = INTEG (Prl-D2-Pr2,0)

POPULACIJA = NO+N1+N2

Parametri simulacije:

INITIAL TIME = 0
FINAL TIME = 60
INITIAL TIME = O
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP = 1

Rezultat simulacije je prikazan na slikah 2.59, 2.60 in 2.61.
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Dodatek 13

Dvostopenjski populacijski model - primer 3

OI—‘]:a-Z—b-J—c-J
dt

d—Z:c'J—d-Z

dt

Nivo-tok model (rezultat: sliki 2.63 in 2.64)

a
rojstva dozorel \;mrti z
L
smirti j c
b
oy
Enacbe modela
a=20.5
b = 0.0688
c = 0.1862
d=0.2

rojstva=a*Z
smrti j=b*J
dozorel=c*J
smrti z = d*Z
J
Z

INTEG (rojstva-dozorel-smrti j, 50)
INTEG (dozorel-smrti z, 0)
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Parametri simulacije:
INITIAL TIME=0
FINAL TIME=24
SAVEPER=TIME STEP
TIME STEP=1

Rezultat simulacije je prikazan na slikah 2.63 in 2.64.

Smerno polje in parametri¢na krivulja
Maxima model (rezultat: slika 2.65):

a: 0.5;
b: 0.0688;
c: 0.1862;
d: 0.2;

load (draw) ;
load (drawdf) ;
set_draw_defaults(
xrange=[0,150],
yrange=[0,100],
grid=true,
line width=1
color=black) ;
drawdf ([a*Z-b*J-c*J, c*J-
d*z1,[J,0,150],[2,0,100],
field degree=1, duration=50,
field grid=[15,15],
xlabel="J", ylabel="2", field grid=[15,15],
color=blue, line width=3,
solns_at([[50,0]1));
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3 INTERAKCIJE MED ORGANIZMI

Noben organizem ne obstaja v izolaciji. Vsak organizem je v neprestani
interakciji z okoljem in drugimi organizmi. Biolo3ke interakcije se dogajajo
tako med organizmi (veckrat bomo uporabili izraz akter) iste vrste (angl.
intraspecies interactions), kot tudi med organizmi razlicnih vrst (angl.
interspecies interactions).

Interakcije med dvema populacijama lahko razvrstimo glede na ucinek:

Tekmovalnost (angl. competition) je interakcija, ki koristi ali pa tudi ne
koristi, eni populaciji, ali pa celo Skodi obema populacijama.

Skodovanje (angl. aensalism) je interakcija, ki $koduje eni populaciji,
druga pa od nje nima nobene koristi.

Izkorisanje (angl. eploitation) je interakcija, kjer ima korist ena
populacija, druga utrpi Skodo, ali pa je celo uni¢ena.

Neutralizem (angl. neutralism) je interakcija med dvema populacijama, ki
pa ne vpliva ne na eno, ne na drugo populacijo.

Komenzalizem (angl. commensalism) je interakcija, od katere ima korist
ena populacija, druga pa ne utrpi $kode, niti nima nobene koristi

Vzajemnost (angl. mutualism) je interakcija med populacijami razli¢ni
vrst, od katere imata korist obe populacije.

Tekmovalnost

Pojem tekmovalnost se nanasa na posamezne individuume ali tudi SirSe
na celotno populacijo. Tekmovalnost je rezultat velikosti (gostote)
populacije, katere individuumi tekmujejo za dosegljive vire (hrana, voda,
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teritorij). Tekmovalnost se lahko odvija med osebki razlicnih vrst (angl.
interspecific competition) ali pa med osebki iste vrste (angl. Intraspecific
competition).

Tekmovalnost med osebki iste vrste je lahko privilegirana tekmovalnost
ali pa simetri¢na tekmovalnost.

Pri privilegirani tekmovalnosti (angl. contest competition) so zmagovalci in
porazenci. Zmagovalcem so na razpolago viri, ki jih potrebujejo in
porazencem, kar ostane. Zmagovalce lahko dolocajo: hierarhija, status,
privilegiji, prednosti znotraj vrste itd.

O Simetri¢ni tekmovalnosti (angl. scramble competition) govorimo takrat,
ko so viri enako dostopni vsem tekmovalcem. Nobeden nima prednosti ali
privilegijev, nima monopola nad viri. Viri so vedno omejeni in se enako
porazdeljujejo med vse. Z naras€anjem populacije koli¢ina virov, ki so
razpoloZljivi za vsak individuum upada. Noben tekmovalec ne dobi dovolj,
to vodi k pomanjkanju virov (stradanju) in posledi¢no se rast populacije
zaustavlja.

Izkori¢anje

V to vrsto interakciji se uvrsca plenjenje (angl. predation), parazitizm
(angl. parasitism) in parazitoizm (angl. parasitoidism). Plenilce in
parazitoide vedno pogosteje uporabljamo pri bioloski zas(iti rastlin.

Plenilci se hranijo s plenom, ga prebavijo, torej unicijo.

Parazitoidi so organizmi, katerih odrasli osebki parazitoizirajo razlicne
razvojne stadije gostitelja. (Tomanovi¢, 2006). Del svojega Zivljenja
prezivijo na ali v gostitelju in ga na koncu unicijo - povzrocijo njegovo
smrt.
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Parazitoide srecujemo pogosto pri rodovih Zuzelk: Hymenoptera
(koZekrilci) in Diptera (dvokrilci) ter manj pogosto pri redovih: Coleoptera,
Lepidoptera, Trichoptera, Neuroptera ter Strepsiptera.

V poglavii 4 bomo posvetili pozornost predvsem plenjenju in

parazitoizmu.
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4 PLENILEC PLEN MODELI

4.1 Uvod

Plenilcem sluZi plen samo kot hrana. Plenilec najde plen, ga konzumira in
po doloCenem Casu zopet iS¢e plan. Plenilec torej unicuje plen populacijo.
To so obi¢ajno mesojedi organizmi (angl. carnivores), ki pa imajo lahko
razlicne prehranske navade. Glede na to jih lahko razvrstimo v specialiste,
ki so lahko monofagni (angl. monophag), hranijo se samo z eno druzino
organizmov ali oligofagni (angl. oligophag), hranijo se samo z eno vrsto
organizmov. V nasprotju s specialisti se generalisti torej polifagi (angl.
polyphag) hranijo z celo vrsto razli¢nih organizmov. Plenici uporabljajo
razlicne metode lovljenja plena. Prav tako pa so tudi obrambe plena zelo
razlicne. Torej so funkcionalne reakcije med plenilsko in plen populacijo
razlicne. Posledi¢no obstajajo razlicni modeli interakcij med plenilsko in
plen populacijo, ki se bolj ali manj ujemajo z opazovanimi interakcijami.

Plenilce najdemo na prehranskih nivojih (angl. trophic leve) do petega
kamor uvrscamo plenilce, ki sami niso vec plen (angl. apex predators).
Zanimali nas bodo predvsem plenilci rastlinskih Skodljivcev, ki so po eni
strani naravni regulator rastlinskih Skodljivcev (Trdan & Milivoj, 2009) in
jih po drugi strani koristno uporabljamo za biolosko zas¢ito rastlin.

4.2 Klasicni Lotka-Volterra model

Prvi plenilec-plen model sta postavila neodvisno drug od drugega
matematicni biolog Alfred Lotka in Vito Volterra v 20-ih letih prejsnjega
stoletja. Lotka je prouceval interakcijo med risi in belimi zajci v kanadskih
gozdovih ob Hudsonovem zalivu. Volterra je prouceval populacijo rib
roparic v Reskem zalivu med prvi svetovno vojno, ko tam ni bilo ribistva.
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Lotka-Volterra model je dobro izhodis¢e za razvoj mnogih drugih bolj
zapletenih modelov, ki modelirajo kompleksnejse situacije v ekosistemih.

Plen populacijo bomo oznadili z X . To je lahko rastlinska (angl. plant
population) ali pa Zivalska populacija. Plenilsko populacijo bomo oznacili z

Y . Model je v svoji prvotni obliki zasnovan na sledecih predpostavkah:

Plen populacija X (dimenzija [biomasa]) ima na razpolago neomejene

vire (hrano).

Stopnja rasti plen populacije: a (dimenzija [1/¢as]) je konstanta, tako da je
rast populacije (spremenljivka repro X (dimenzija [biomasa/¢as]))
proporcionalna velikosti populacije: a- X, kar bi, ¢e nebi bilo drugih
faktorjev, pomenilo eksponentno rast. (Seveda pa bi prej ali slej prislo do
zaustavitve narascanja.)

Edina groinja za populacijo X je plenilska populacija Y . Plenilci
konzumirajo dele plen-populacije.

Plen populacijo zmanjsSuje le konzumiranje s strani plenilske populacije.
Konzum (spremenljivka: konzum X) je proporcionalen tako velikosti
plenilske populacije, kot tudi plen populacije. Vsak plenilec upleni
konstanten del (b) plen populacije X. Ali z drugimi besedami, ¢e je
populacija X dvakrat vedja jo populacija Y upleni dvakrat veé. In &e je
dvakrat vedja populacija Y bo uplenjene tudi dvakrat ve¢ populacije X
To pomeni: konzum X =b-X-Y . Uporablja se tudi izraz »linearna
predacija». Parameter b je konstanta (dimenzija [1/ biomasa*¢as]), in ga
lahko tolmacimo tudi kot ucinkovitost sre¢anj med plen in plenilsko
populacijo.

Narasc¢anje plenilske populacije - spremenljivka repro Y je proporcionalno
konzumu. Lahko zapisemo: reproY =c-konzum X =c-b-X-Y . Pri
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tem je C stopnja konverzije plen populacije v plenilsko populacijo (angl.
the conversion rate of prey to predator). Predpostavimo, da je C
konstanta, v¢asih se uporablja tudi izraz: »faktor uspesnosti«.

Stopnja umrljivosti plenilske populacije Y je konstantna - spremenljivka
d dimenzija: [1/¢as]). Upadanje plenilske populacije (spremenljivka smrti
Y) je proporcionalno njeni velikosti. To pomeni: smrtiY =d-Y
(dimenzija: [biomasa/¢as]). Ce nebi bilo drugih faktorjev, bi populacija Y
eksponentno upadala.

V nadaljevanju bomo spuscali dimenzije konstant in spremenljivk.

Prvotni Lotka-Volterra model je podan z dvema diferencialnima
enacbama 4.1in 4.2.

d_x=a.x._b.x.y (En 4.1)
dt
d_Y:C.b.x.y_d.Y (En 4.2)
dt

ki tvorita avtonomni sistem in ju lahko posploSeno zapiSemo v sledeci
obliki:

dX

i X'(t) = R (X (1), Y (1)
%:Y’(t) = F,(X(t),Y () (En4.3)

dxX (t) dy(t)
Stopnji spremembe at in at sta eksplicitni funkciji spremenljivk

X(t) in Y(t).
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x-nicti izoklini:
%=O:a-X—b-X-Y iz Cesar sledi X, =0 in
y =2
b
y-nicti izoklini:
%zOzC-b-X'Y—d-Y iz Cesar sledi Y, =0 in
.4
c-b

Togki ravnotezja ( X,,Y, ) sta dve: (0,0) in (%,%j

Enacbi 4.1 in 4.2 predstavimo v vektorski ravnini X—Y. V vsaki tocki
vektorskega polja narisemo vektor f (X,y)-1 + f, (X, y)- ], ki je smer

tangente na parametri¢no krivuljo v tej tocki, ki jo imenujemo tudi
trajektorija ali integralna krivulja. Vektorsko polje (splosneje vektorski
prostor ali tudi fazni prostor) napolnimo s parametri¢nimi krivuljami in to
imenujemo vcasih tudi fazni portret (angl. phase portrait). Obstoja vec
programskih aplikacij za risanje vektorskih polj in parametri¢nih krivulj. V
tem poglavju, tako kot v drugih uporabljamo aplikacijo: »Maximac.

Iz parametriénih krivulj (slika 4.1) je razvidno, da se model obnasa cikli¢no
(dodatek 1). Obe populaciji nihata okoli kriticne tocke. Vse integralne

krivulje so biolosko smiselne le v prvem kvadrantu (X (t)>0 in

Y(t)>0).
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Slika 4.1. Lotka-Volterra model; vektorsko polje s parametri¢nimi krivuljami;
parametri: a=0.5, b=0.02, c=1.5, d=0.9.

Enacbi 4.1 in 4.2 preslikamo v nivo-tok model (slika 4.2 ).

= P X
repro X konzum X

- = Y x i
repro’Y

\/;mrti Y
o N,

Slika 4.2. Lotka-Volterra model; nivo-tok model.
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Rezultati simulacije so prikazani na slikah 4.3 in 4.4. Parametri modela so:
a=05, b=001, c¢=001 in d=0.2; =zaetne vrednosti:
X (0) =500

10,000
300

7500
225

5000
150

2500
75

o

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

X:PP1
Y :PP1

Slika 4.3. Lotka-Volterra model; dinamika modela; parametri: a=0.5, b=0.01,
¢=0.01, d=0.2; zacetne vrednosti: X(0)=500, Y(0)=45.

100

80

60

40

20

0 600 1200 1800 2400 3000 3600 4200 4800 5400 6000
X

Y :PP1

Slika 4.4. Lotka-Volterra model; parametri¢na krivulja; parametri: a=0.5, b=0.01,
c=0.01, d=0.2; zacetne vrednosti: X(0)=500, Y(0)=45.
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Iz rezultatov simulacije je razvidno, da model ni stabilen. Obe populaciji
nihata.

4.3 Funkcionalni odziv

Odstavek je povzet po Turnsek (2016). Lotka-Volterra modela nikakor na
moremo posploditi na vse interakcije med plenilskimi in plen
populacijami. Te se med seboj razlikujejo v elementu, ki je okarakteriziran
kot odzivanje ene populacije na drugo, torej v interferenci med plenilsko
in plen populacijo. Holling (1959a, 1959b) jo je imenoval funkcionalni
odziv in odraza vedenjski odziv plenilske populacije na spreminjajoco se
velikost (gostoto) plena populacije. Ko se spremeni velikost plen
populacije se spremeni tudi stopnja njene konzumacije. Bolj formalno
lahko funkcionalni odziv definiramo, kot:

povprecno Stevilo enot plen populacije ujeto (konzumirano) po enoti
plenilske populacije v ¢asovni enoti.

Funkcionalen odziv h(X) je torej odvisen od velikosti plen populacije,

srecali smo ga Ze v poglavju 2.

Holling je zasnoval funkcionalni odziv na ¢asih, ki jih porabi plenilec za
iskanje in ulov plena (angl. search and capture), obdelavo plena (angl.
handling), prebavljanje plena in pripravo na novo iskanje plena (angl.
digestion).

Pri razlicnih interferencah plenilec-plen populacij so pomembni Se drugi
faktorji. Naj omenimo le: interferenco med plenilsko populacijo samo,
stopnjo uspesnosti odkrivanja plena, sestradanost plenilca, nacin
obrambe plen populacije itd. Posledicno so tudi funkcionalni odzivi

razliéni.
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Holling (1959a, 1959b) je na osnovi laboratorijskih testiranj plenjenja in
teoreti¢nih razmislekov postavil za Zivali tri tipe funkcionalnih odzivov in
jih poimenoval; tip I, tip Il in tip Il

4.3.1 Funkcionalni odziv tip I

Funkcionalni odziv tip I. smo spoznali Ze pri Lotka-Volterra modelu, to je
linearni funkcionalni odziv. Tak odziv je znacilen za plenilca, ki iS¢e plen
slucajnostno (Jetschke, 2016). Predpostavimo, da plenilec v ¢asovni enoti
preis¢e a del habitata in da je srecanje s plenom proporcionalno z
velikostjo plena populacije, torej: &+ X . Oznacimo z S deleZ obvladanja

plena na katerega naleti plenilec, potem bo konzumirana (obvladana)

koli¢ina plen B(X) v nekem &asovnem obdobju T podan z enatbo 4.4.

B(X)=4-a-X-T (En 4.4)

Stopnja konzumacije plena v tem obdobju, torej funkcionalni odziv:

h(X)=¥=ﬂoa-X=b-X (En 45)

pritemje b=f-«.

Kolikor vec je plena, toliko vec ga bo konzumiranega. Konzumiranje plena
linearno narasca z velikostjo (gostoto) plen populacije. Veckrat se
uporablja tudi izraz linearno plenjenje (linearna predacija). V realnosti
tudi ta rast nekje doseZe svoj prag, zgornjo mejo, kjer se narascanje
stopnje konzumacije plena (pri nespremenjeni velikosti plenilske
populacije) ustavi (slika 4.5, dodatek 2). V angleski literaturi se vcasih
uporabi izraz: filter feeder’s functional response.
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Slika 4.5. Funkcionalni odziv tip I.

Primer takega funkcionalnega odziva je na primer vodna bolha (Daphnia
magna), ki se na tak nacin odziva na koncentracijo glive kvasovke
(Saccharomyces cerevisiae). Zgornji prag naras¢anja stopnje konzuma
lahko obrazloZimo s ¢asom obdelave in prebavljanja plena.

4.3.2 Funkcionalni odziv tip I1

Funkcionalni odziv tip Il je najpogostejsi funkcionalni odziv. Stopnja
konzuma raste z velikostjo plen populacije, toda rast potem postopoma
upada, dokler stopnja konzuma ne doseZe zgornjo mejo, ko ostane
nespremenjena ne glede na velikost plen populacije.

Funkcionalni odziv tip Il Holling (1959b) pojasnjuje s casom, ki ga vsak
plenilec nameni enoti plen-populacije Z narascanjem velikosti plen
populacije postane iskanje laZje, toda preostali ¢as (obdelava plena,
prebavljanje, pocitek) se ne spremeni. Plenilec vedno vedji del Casa
nameni obdelavi in prebavljanju najdenega plena. Vec plenilec ne more
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konzumirati. Naras¢anje stopnje konzumiranja plen populacije se ustavi.
Stopnja konzumiranja se ne spreminja vec, ostane torej konstantna.

Naj bo: X velikost plen-populacije;

a- X je plen, ki jo plenilec ulovi v ¢asovni enoti.

Vzemimo nek ¢asovni interval T , ki ga razdelimo na dva intervala: Ty in
T,.

Tg cas iskanja (lova) (angl. search time) je Cas, ki ga plenilec porabi za
iskanje in ulov plena;

T, ¢as, ki ga plenilec porabi za obdelavo ujetega plena (obdelava plena,

prebavljanje, pocitek) (angl. handling time).

X, plen (Stevilo enot plen populacije), ki ga plenilec ulovi v intervalu T

je podan z enacbo 4.6.
X =a X T (En 4.6)

T, cas, ki ga plenilec porabi za obdelavo enote plen-populacije (obdelava

plena, prebavljanje, pocitek) (angl. handling time).

TH :Th'xc
T=T,+T,-X,.
T, =T-T,- X, (En 4.7)

Enacbo 4.7 vstavimo v enacbo 4.6.
XC =a-X -(T—Th-Xc)

X, +a-X-X, T, =a-X-T
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in dobimo enacbo 4.8.

a-X-T

= AL (En 4.8)
l+a-X-T,

Enacba 4.8 podaja koli¢ino plena, ki ga plenilec konzumira v ¢asovnem
intervalu T . Predpostavka je, da plen populacija v ¢asovnem intervalu T
ostane nespremenjena. Funkcionalni odziv h(X) je torej podan z

enacbo 4.9.

X a-X
h(X)=—=—— (En 4.9)
T 1+p4-X
Parametra a in S sta pozitivni konstanti, ki podajata ucinkovitost ulova
in razpoloZljiv ¢as za obdelavo plena (S =a-T,) (Skalski & Gillman,
2002).

Enacbo 4.8 lahko preoblikujemo v enacbo 4.10 (Jetschke, 2015).

h(x)=— %X __1. 1X _1 X
l+a-T,-X T, x T, M+X
cz-Th
h(x)maX = Ilm X >0 h(x) :Th_ll prl tem je M =
cx-Th
h(X) = h(X)p, -— (En 4.10)
= ‘ n 4.
M + X

Potek funkcionalnega odziva tip Il je prikazan na sliki 4.6, pri tem je

N(X)x =20 (dodatek 2).
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Slika 4.6. Funkcionalni odziv tip Il; parameter M je: 15 (¢rna), 7 (modra), 4
(rdeca).

4.3.3 Rosenzweig-MacArthurjev funkcionalni odziv

Podoben funkcionalni odziva, kot je Hollingov odziv tip Il, sta postavila
Rosenzweig in MacArthur ter je podan z enacbo 4.11.

c-X
k +X

p

h(X)=

(En 4.11)

Pri tem je C maksimalna vrednost, ki jo doseze funkcionalni odziv h(X)
in kp je velikost (gostota) plen populacije pri kateri (angl. predator«s

killing rate) doseze funkcionalni odziv polovi¢no vrednost od maksimalne
vrednosti C (angl. predation half-saturation constant).

Funkcionalni odziv tip Il. ima lahko seveda tudi drugacne interpretacije in
oblike. Veckrat bomo nasli tudi sledeco obliko funkcionalnega odziva tipa
Il (enacbo 4.12.):
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A-X
h(X)=—— En4.12
0= cx e
4.3.4 Beddington-DeAngelisov funkcionalni odziv

Enacba funkcionalnega odziva tip Il (enacba 4.9, 4.11 ali 4.12), ki je
zasnovana na empiri¢nih rezultatih predpostavlja, da plenilci ne vplivajo
drug na drugega pri iskanju plena, da med seboj ne tekmujejo.
Beddington in DeAngelis sta neodvisno drug od drugega predlagala
funkcionalni odziv, ki upoSteva tudi interferenco med plenilci in jim jemlje
dodaten €as. Beddingtonov funkcionalni odziv podaja enacba 4.13.

h(X,Y)= a X (En 4.13)
1+p-X+c-(Y -1

DeAngelis (DeAngelis in sod, 1975) uporablja nekoliko poenostavljeno
verzijo Beddingtonovega funkcionalnega odziva (enacba 4.14)

a-X

h(X,Y)=————— (En 4.14)
1+ - X+c-Y
Pri tem je C pozitivna konstanta, ki opisuje velikost interakcije med
plenilci.
4.3.5 Crowley-Martinov funkcionalni odziv

Crowley-Martinov funkcionalni odziv (enacba 4.15) vkljuCuje interakcijo
med plenilci, ne glede na to ali plenilec trenutno obdeluje plen, ali pa ga
lovi. Od Beddington-DeAngelisovega funkcionalnega odziva se razlikuje
po tem, da je vimenovalec dodan $e en ¢len:

B-c-X-(Y-1)
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h(X,Y)= a-X (En 4.15)
1+-X+c-(Y-D+p-c- X-(Y -1

Enacbo 4.15 lahko zapisemo tudi v slededi obliki (enacba 4.16):

h(X,Y) = a-X (En 4.16)
@+p4-X)-+c-(Y-D)

Parametri &, S in C imajo enako interpretacijo kot pri Beddington-

DeAngelisovem funkcionalnem odziv.

4.3.6 Funkcionalni odziv tip 111

Funkcionalni odziv tip Il je podoben funkcionalnemu odzivu tipu Il. Tudi
pri tem odzivu pride pri veliki Stevilnosti plena do nasienja. Pri majhni
Stevil¢nosti plena, pod nekim spodnjim pragom, bo stopnja konzumacije
plena majhna in bo z naras¢anjem velikosti plen populacije pocasi
nara$€ala. Ko pa velikost plen populacije preseZe spodnji prag, bo zacela
stopnja konzumacije eksponentno narascati.

Ta fenomen je lahko rezultat ucenja plenilca, ki se odraza v povecanju
ucinkovitosti iskanja in pokoncanja plena, ali pa v izboljSanju obdelave
plena. Pri zelo majhni velikosti (gostoti) plena, plenilec le redko najde
plen in nima veliko moZnosti razviti vescine konzumiranja plena.

So plenilci, ki preidejo na plenjenje StevilcnejSe plen populacije. Tako
obnasanje je opazno na primer pri polifagnih vretencarjih (pticih). Ce je
velikost dveh ali ve¢ plen populacij priblizno enaka, plenilec obravnava
vse plen populacije enako. Ko pa je ena plen populacija bistveno
StevilcnejSa, plenilec pride na konzumiranje StevilénejSe populacije.
Funkcionalni odziv tip Ill, je lahko tudi rezultat kombinacije obeh zgoraj

opisanih fenomenov.
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Z nadaljnjo rastjo velikosti plen populacije, preko dolocenega zgornjega
praga, pa se narastanje funkcionalnega odziva postopoma zmanjSuje in
asimptoti¢no priblizuje zgornji meji. Krivulja funkcionalnega odziva tip Il
ima tipicno sigmoidno (»S«) obliko. Funkcionalni odziv tip Il nima tako
rigorozne teoreti¢ne podlage kot tip Il, je pa bolj kompleksen in se
pogosto bolj pribliza realnosti.

Tipic¢en funkcionalni odziv tip Ill podaja enacba 4.17.

b-X?
h(X):W (Eﬂ 4.17)

Potek funkcionalnega odziva tip Ill je prikazan na sliki 4.7 (dodatek 2).

10

(o] 5 10 15 20 25 30 35 40

Slika 4.7. Funkcionalni odziv tip Il

4.4 Numericni odziv

Numeri¢ni odziv, za razliko od funkcionalnega, odraza spremembo
velikosti (gostote) plenilske populacije v odvisnosti od velikosti (gostote)
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plen populacije. Spomnimo se, funkcionalni odziv odraza spremembo
stopnje konzumiranja (plenjenja) v odvisnosti od velikosti plen populacije.

Plenilec-plen dinamika je dolo¢ena z obema odzivoma, tako
funkcionalnim, kot tudi numeri¢nim, kar moramo upostevati pri
interakcijskih modelih (Holling, 1959b). Numeri¢ni odziv je lahko rezultat
dveh procesov: demografskega odziva in agregacijskega odziva.

Demografski odziv lahko formalno definiramo kot funkcijo, ki doloc¢a
stopnjo neto prirasta plenilske populacije po enoti plen populacije v
odvisnosti od velikosti (gostote) plen populacije (Jetschke, 2016).

. R ) . .
Sprememba plenilske populacije E je torej posledica spremembe

velikosti plen populacije X in/ali stopnje umrljivosti Y populacije -
spremenljivka d. Vet kot je hrane velje je razmnoZevanje in tudi
umrljivost se zmanjsa. Kot primer si poglejmo Se enkrat Lotka-Volterra
model (enacbi 4.1 in 4.2). Reprodukcija plenilske populacije je

proporcionalna velikosti konzumiranja plen populacije:

dy

—=a-¢c-X-Y-d-Y

dt
C- stopnja konverzije konzumiranega v plenilsko populacijo, ki jo lahko
tolmacimo tudi kot energijo plenilske populacije, ki se pretvori v nove

plenilce.

Obstaja pa Se druga komponenta numeri¢nega odziva, tako imenovani
agregacijski odziv (angl. aggregation response). Definiran je kot je
sprememba velikost plenilske populacije zaradi imigracije v prostor, kjer
je povecana velikost polen populacije.

Primer numeritnega odziva P(X,Y) je logistilna rast plenilske

populacije - enacba 4.18, pri kateri je nosilna kapaciteta okolja odvisna od
velikosti plen populacije.
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P(X,Y)=rp~(1—%j (En 4.18)

Rast plenilske populacije je odvisna od razmerja med plenilsko in plen
Y
populacijo Y Cim vecje bo to razmerje toliko manjsa bo rast plenilske

populacije.

4.4.1 Leslie-Gowerjev numericni odziv
Leslie-Gowerjev numeri¢ni odziv je prav tako kot odziv, ki ga podaja
enacba 4.18, odvisen od razmerja med plenilsko in plen populacijo Y in

je podan z enacbo 4.19.

Y
p(X,Y)=(c— fXJ (En 4.19)

Ce se to razmerje veca se bo prirast plenilske populacije zmanj$evala.

Vzrok si lahko razloZimo s pomanjkanjem hrane za plenilsko populacijo. In
Y
obratno, ¢e je hrane dovolj, bo ¢len f* majhen in plenilska populacija

bo rasla hitreje.

4.5 Posplosen Lotka-Volterra model

Pri Loka-Volterra modelu je funkcionalni odziv b-X . Enacbi Lotka-
Volterra modela (4.1 in 4.2 ) sedaj posplosimo z funkcionalnim odzivom
h(X) in dobimo enacbi 4.20in 4.21.
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%_)t(:a.x_h(x).y (En 4.20)

d_Y:C.h(x).x_d.y (En4.21)

Enacbi 4.20 in 4.21 preslikamo v nivo-tok model, ki je prikazan na sliki 4.8
(dodatek 3).

> X |0

konzum X

~ Y Y sz Y s
repro i
A V\/ K

Slika 4.8. Posplosen Lotka-Volterra model; nivo-tok model.

4.6 Plenilec-plen model z Beddington-DeAngelisovim
odzivom

Kot je bilo receno, funkcionalni odziv pomeni povprecno velikost plen
populacije, ki jo unici (upleni) enota plenilske populacije v ¢asovni enoti.
Plenilsko odvisen funkcionalni odziv pomeni, da je funkcija odvisna ne
samo od velikosti plen populacije, ampak tudi od velikosti plenilske
populacije. Pogosto je uporabljen Beddington-DeAngelisov funkcionalni
odziv (enacha 4.14)
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Beddington-DeAngelis funkcionalni odziv se dobro ujema z funkcionalnim
odzivom interakcije med plenilsko populacijo Phytoseiulus presimilis
(prsica iz druzine Phitoseiidae) in plen populacijo Tetranychus urticae
(navadna prsica).

Funkcionalni odziv bomo zapisali v nekoliko spremenjeni obliki (Agrawal,
2012):

m- X

h(X,Y)=— 2 |
) = hx By (Fn 422

Plenilec-plen model z upo$tevanjem logisti¢ne rasti plen populacije je
podan z diferencialnima enacbama 4.23 in 4.24.

dX X m-X-Y

X |1t (En 4.23)
dT K 1+h-X+B-Y

dy ¢-m-X-Y d,.v (En 4.24),

dT 1+h-X+B-Y
pritem je X(t) velikost plen populacije in Y(t) velikost plenilske populacije,
r notranja stopnja rasti plen-populacije,
K zgornja meja rasti plen populacije,
C, stopnjakonverzije plen populacije v plenilsko populacijo,
d1 stopnja umrljivosti plenilske populacije.

Diferencialni enacbi 4.23 in 4.24 preoblikujmo, upostevajo¢ sledece
transformacije:

t=rT, X=K-.x, Y="27
m

7
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B-r

m

-m-k
G ine=—-1
r r

Tako dobimo obliko Beddington-DeAngelisovega modela, ki jo podajata
enachi 4.25in 4.26. (dodatek 4).

LT .
dt l+a-x+b-y
dy _ c-xy ey

dt _1+a-x+b-y

(En 3.25)

(En 4.26)

Enacbi 4.25 in 4.26 preslikamo v nivo-tok model, ki je prikazan na sliki 4.9

(dodatek 4).

Vrednosti parametrov naj bodo: a=1.3, b=3, ¢c=2 in e=04.

Izberimo zacetne vrednosti:

e

X(0)=0.5 in y(0)=0.6

repro x (

\odzw

% ¥

konzum x

o

y
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Slika 4.9. Beddington-DeAngelisov model; nivo-tok model.
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Rezultat simulacij je prikazan na slikah 4.10 in 4.11.

15

1.2
N—

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time (T)
x:PP3 y:PP3

Slika 4.10. Beddington-DeAngelisov model; dinamika modela; parametri: a=1.3,
b=3, c=2, e=0.4; zacCetne vrednosti: x(0)=0.5, y(0)=0.6

75

.25

0
0.400 0.480 0.560 0.640 0.720 0.800

X :PP3

Slika 4.11. Beddington-DeAngelisov model; parametri¢na krivulja; parametri:
a=1.3, b=3, c=2, e=0.4; zacetne vrednosti: x(0)=0.5, y(0)=0.6.

Ni¢te izokline so prikazane na sliki 4.12. (dodatek 4).
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—a-x+(a-1)-x+1
(1-b+b-x)

x-nicti izoklini: X=0 in. y=

(c—e-a)-x—e

y-nicti izoklini: y=0in y=

e-b
. :
dx
- :0
0.8 dt 1
0.6 T
dy
D
dt
0.4 i
0.2 T
1]
o 0.2 0.4 0.6 0.e 1

Slika 4.12. Beddington-DeAngelisov model; nicti izoklini.
Obstajajo tri preseciscne tocke med x-nicto in y-nicto izoklino ( slika 4.12)
in sicer:
1. x=0iny=0, > (Xrl, yrz) = (0, 0) to je trivialna tocka
stabilnosti, ko sta odsotni tako plenilska kot tudi plen populacija.
—a-x*+(a-1)-x+1
(1-b+b-x)

ta tocka stabilnosti je trivialna. Odsotna je plenilska populacija.

2. y=0iny= > (sz,yrz):(l,O) tudi

_—a-x’+(a-1)-x+1

3. y= je ne trivialna x-ni¢ta izoklina in
(1-b+b-x)
(c—e-a)-x—e 5
y= —b je ne trivialna y-nicta izoklina.
e.
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Tocka ravnotezja je:

—a-xr3+(a—1)-xr3+1'(c—e-a)-xrs,—e e

(1-b+b-x.) e-b

(Xr3’ yr3) =

stabilna.

To je razvidno tako iz dinamike modela (slika 4.10.), kot tudi iz
parametriénih krivulj prikazanih na sliki 4.13. ter tudi nictih izoklin,
ponovno prikazanih v vektorskem polju skupaj z parametricnimi
krivuljami (slika 4.14.) (dodatek 4).

Slika 4.13. Beddington-DeAngelisov model; vektorsko polje s parametri¢nimi
krivuljami.
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Slika 4.14. Beddington-DeAngelisov model; nicte izokline v vektorskem polju.

4.7 Plenilec-plen model z Rosenzweig-MacArthurjevim
odzivom

Model je zasnovan na laboratorijskih eksperimentih, ki jih je izvedel
Luckimbill (Luckimbill, 1937) s populacijo Paramecium Aurelia in plenilsko
populacijo Didinium.

Funkcionalni odziv podaja enacba 4.27. Kot Ze reCeno, Rosenzweig in
MacArthur sta predlagal odziv, ki je v bistvu odziv tip II.

c- X
h(X)=—2_. En4.27
(X) T X (En 4.27)

p

Narascanje plen populacije je omejeno z zgornjo mejo K preko katere
plen-populacija ne more narascati.

Rosenzweig-MacArthurjev model podajata enachi 4.28 in 4.29.
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d—XZI‘-X-(l—éj—C- X Y (En 4.28)
dt K k, +X

d_Y:e.0. X Y-m-Y (En 4.29)
dt k +X !

p

Enacbi 4.28 in 4.29 preslikamo v nivo-tok model (dodatek 5), ki je
prikazan na sliki 4.15.

Parametri modela naj bodo:

r =0.5 maksimalna stopnja reprodukcije (rasti) plen-populacije (angl.
prey maximum growth rate)

K =0.5 zgornja meja rasti;

C=1 maksimalna stopnja konzumacije;

e =0.5 stopnja konverzije plen-populacije v plenilske populacijo (stopnja
konverzijske  uspesnosti);

m, =0.29 stopnja umrljivosti plenilske populacije (angl. predator
mortality rate) ;

k, =0.16 stopnja polovi¢nega nasi¢enja konzumacije;

X (0) =0,1 zacetna velikost plen populacije

Y (0) =0.1 zacetna velikost plenilske populacije
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repruoX X K X :
onzum X
ke A
~— Al
kp odziv
CJ
oy % > Y 5 Y]
repro 'Y smrti Y

\ \/k
my

Slika 4.15. Rosenzweig-MacArthur model; nivo-tok model.

Rezultat simulacije pri zgornji meji rasti K =0.5 je prikazan na slikah
4.16. in 4.17. Kot vidimo, se obe populaciji od zacetnih velikosti iznihata
proti stacionarnim velikostim.

0 37 73 110 146 183 219 256 292 329 365
X :PP41 Y :PP41

Slika 4.16. Rosenzweig-MacArthur model; dinamika modela; parametri: K=0.5,
c=1, e=0.5, kp=0.16, my=0.29, r=0.5; zaCetne vrednosti: X(0)=0.1, Y(0)=0.1
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172
.144
116

.06

0 0.10 0.20 0.30 0.40

Y :PP41
Slika 4.17. Rosenzweig-MacArthur model; parametric¢na krivulja parametri:
K=0.5, c=1, e=0.5, kp=0.16, my=0.29, r=0.5; zacetne vrednosti: X(0)=0.1,
Y(0)=0.1.

Zgornjo mejo rasti pove¢ajmo na K =1. Vednosti ostalih parametrov naj
ostanejo nespremenjene. Rezultat simulacije je prikazan na slikah 4.18 in

4.19. Sedaj model ni stabilen, velikosti obe populaciji nihata.

.75

.25

0

0 37 73 110 146 183 219 256 292 329 365
X :PP42 Y :PP42

Slika 4.18. Rosenzweig-MacArthur model; dinamika modela; parametri: K=1, c=1,
e=0.5, kp=0.16, my=0.29, r=0.5; zacetne vrednosti: X(0)=0.1, Y(0)=0.1.
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.32

24

.16

.08

0

0 0.20 0.40 0.60 0.80 1

Y :PP42

Slika 4.19. Rosenzweig-MacArthur model; parametri¢na krivulja parametri: K=1,
c=1, e=0.5, kp=0.16, my=0.29, r=0.5; zaCetne vrednosti: X(0)=0.1, Y(0)=0.1.

Iz rezultatov simulacije je razvidno, da je obnasanje modela odvisno od

velikosti nosilne kapacitete okolja K. V prvem primeru obe populaciji
tezita proti stabilnim velikostim, v drugem primeru, pa nihata.

vvvvv

ter ugotovimo ali so stabilne ali ne?

x-niéti izoklini: X =0inY :L(l—éj-(kp + X)
c K

m. -k
y-nicti izoklini: Y =0 in X = ——"

e-c—my

Obstajajo tri presecis¢ne tocke med x-ni¢tima in y-ni¢tima izoklinama
(slika 4.20.) in sicer:

1. Medizoklinama X =0inY =0 >

(X,1,Y,1)=(0,0) to je trivialna totka ravnoteZja, ko sta odsotni

tako plenilska kot tudi plen populacija.
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2. Med izoklinama Y :L(l—lj-(kp + X) nY=0->
c K

(sz,er) = (K , O) tudi ta tocka ravnoteZja je trivialna. Odsotna je

plenilska populacija, plen populacija pa narasc¢a do zgornje meje rasti.

m, -k
3. Med izoklinama Y:L(l—lj'(kijX) in X=—2Y2%_
K

C e-c—my
9
(X Y ): my—kp r 1—& '(k + X ) . Pogosto
r3* " r3 e'C—my’C K p r3
m. -k
nekoliko spremenimo oznako za: X =41 =—2"-"—in totko
e-c—m

y
ravnotezja zapiSemo v sledeci obliki:

r A
(Xis,Y g)=| A, —|1-= -(kp +/1) . Ta tocka ravnoteZja je
c K
netrivialna. Njena stabilnost pa je odvisna od vrednosti
parametrov in zgornje meje rasti plen populacije. Glej dodatek 5
in sliko 4.20.
Ni¢te izokline pri vrednostih parametrov: r=0.5, c¢=1, e=0.5,
m, =0.29, k, =0.16 .. in zgornji meji rasti K =1, so prikazane na sliki
4.20.
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03
dX 0
035 /— —
dt
0.2
016
o1
0.05
[+]
[+] 0.2 0.4 0.6 o8 1

2

Slika 4.20. Rosenzweig-MacArthur model; nicte izokline; parameter K=1.

Ceje K>2-A+ kp (dodatek 5), potem bo tocka ravnoteZja nestabilna:

Vv v

PresecisCe y-nicte in x-nicte izokline je v podrodju, ko x-ni¢ta izoklina
nara$ca. Ce pa je K< 2-/1+kp potem bo toCka ravnoteZja stabilna. V
tem primeru je preseci¢e y-nicte in x-ni¢te izokline je v podrodju, kjer x-
ni¢ta izoklina upada.

Povedano nazorno ilustrirata tudi sliki 4.21 in 4.22, na katerih so za

K=0.5 in K=1 prikazane ni¢te izokline v vektorskem polju in
parametri¢ne krivulja.
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Slika 4.21. Rosenzweig-MacArthur model; nicte izokline (x - modra, y - rdeca);
parameter K=0.5.

0'31/////»-\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
| /7 7 =94 —=>~>=>NNNNNNNNNNNNNNSSS~S~
| /7 7 2 = F —=~>S>S5N3NNNNN N NN N NSNS SSSS S
0251/////» R TN N N N N NP N N NS N N N R
/77 e N AN NN N N N N T
I/ Rt Bl NN N N N T N N T T TN NN
I 1)/ 7 7 = F=>5 533NN VLNV VN NN NN NSNS S s S
0.2f! VAV et BN N U AN AU U U U N N N N N N NN
I A At N N U S B N S N S N N N N N N N N
i/ 2 L L T Y W W N N N N N N N N
Iyl | 7/ i (A | |V VN NN NN NS s~
B AN AV YA (NN NN
i Ny - 7] VLN N NS NS
1 N~F——~—=r s/ 7/ /| VNN NN N~
01 Lo g = R e T R R S N Sy S | L N
VNSNS~ F4——~— — g P D A A VN N NS
N \N~~4——— - — - - ] NN N N
W\~~~ —————— - —— -/ NN N
0.05 FI\\ N~ — — — ey NN
\ ~ = — — — = 7 /N ~
A\ N~ g - - - — - — - — = - - \
N—— ——— ==
0® - - - -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 4.22. Rosenzweig-MacArthur model; nicte izokline (x - modra, y - rdeca;
parameter K=1.
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Fazni portret za oba primera (K =0.5 in K=1) je prikazan tudi na
slikah 4.23 in 4.24. V obeh primerih so vrednosti ostalih parametrov:

r=05,c=1,e=0,5, m =029 in k,=0.16.

Slika 4.23. Rosenzweig-MacArthur model; vektorsko polje z parametricnimi
krivuljami; parameter K=0.5.
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Slika 4.24. Rosenzweig-MacArthur model; vektorsko polje z
parametri¢nimi krivuljami; parameter K=1.

4.8 Plenilec-plen model zaklju¢ek

V tem poglavju smo obravnavali »klasi¢en« Lotka-Volterra model, ki je
izhodisCe za konstruiranje drugih bolj zapletenih modelov. Nadalje smo
obravnavali funkcionalen in numeri¢en odziv in nato Se Beddington-
DeAngelisov in Rosenzweig-MacArthurjev model. Omejili smo se na
modele interakcij samo dveh populacij, ene plenilske in ene plen
populacije. Prikazati smo hoteli bistvo te interakcije in metod, kako
izhajajocC iz opazovanj in predpostavk, konstruirati matemati¢ne modele
(Boldin, 2010). Ti modeli so izhodis¢e, da vidimo dinamiko populacij in
tudi vpliv vrednosti posamezni parametrov modela.

V naravnih habitatih je seveda vecl plenilskih in plen populacij, pa tudi
parazitoidnih in gostiteljskih populacij (obravnavali jih bomo v naslednjem
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poglavju 5). Plenilska populacije je tudi sama lahko plen kake plenilske
populacije na visjem prehranskem nivoju. Vec¢ plenilskih populacij lahko
pleni isto plen populacijo in neka plenilska populacija lahko pleni tudi vec
plen populacij. Matemati¢ni modeli takih primerov so seveda bolj
zapleteni.
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DODATKI K POGLAV]JU 4
Dodatek 1

Lotka-Volterra model

dX

2 _a-X-—b-X-Y
dt
d—Y:C-b-X-Y—d-Y
dt

Nivo-tok model:

repro X

konzum X

0 Y X

Enacbe modela

a=0.5

b=0.01

c=0.01

d=0.2

repro X=a*X

konzum X=b*X*Y

X= INTEG (repro X-konzum X, 500)

repro Y=c*konzum X
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smrti ¥Y=d*Y
Y= INTEG (repro Y-smrti Y, 45)

Parametri simulacije:
FINAL TIME=100
INITIAL TIME=0
SAVEPER =TIME STEP1l
TIME STEP=0.0078125

Rezultati simulacije prikazujeta sliki 4.3 in 4.4.

Parametri¢ne krivulje
Maxima model (rezultat: slika 4.1)

a: 0.5;
b: 0.02;
c: 1.5 ;
d:0.9;

»diff (x,t)=x*(a-b*y);

diff(y,t)= y*(-d + b*c*x);

plotdf ([x* (a-b*y) ,y*(-d + c*b*x)],
[y,0,80],[x,0,80]);
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Dodatek 2

Funkcionalni odzivi

Funkcionalni odziv Holling tip I.
h(X)=b-X
Zgornja meja rasti funkcionalnega odziva naj bo 30.

Maxima model (rezultat: slika 4.5):

load (draw) ;
set_draw_defaults(xrange = [0,500] ,yrange = [0,
50],
grid=true, line width=4, color=black);
draw2d( color=blue, explicit(if 0.2*x <= 30 then
0.2*x else 30,

x,0,500));

Funkcionalni odziv Holling tip II.

h(x)=-2%_
1+4-X
Shx)=—2x X 1 X
LtaT,-X T, L o T, M+X
a-T,
; 4 1
> h(X) =limy , h(X)=T,", pritemje M =
a-T,
X
h(X) =h(X) -
(X) =R a7
Oznatimo: f=a-T, > Thzﬁ > i:g > M:l
a T B B
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a X X
> h(X):E- 1 > h(X):max-IvI ;

Y + X
B

Maxima model (rezultat: slika 4.6).

Oznako h(X), .. spremenimo v mMax

max:20;
M1:7;
M2:15;
M3:4;
load (draw) ;
set_draw_defaults(xrange = [0,100],yrange = [O,
25],
grid=true, line width=4,color=black) ;
draw2d( color=blue,
explicit (max*x/ (M1+x) ,x,0,100),
color=black, explicit(max*x/(M2+x),x,0,100),
color=red, explicit(max*x/(M3+x),x,0,100) );

Funkcionalni odziv Holling tip Il

b-X?
C*+X?
Maxima model (rezultat: slika 4.7).

C: 10;
b: 10;
load (draw) ;
set draw_defaults(xrange = [0,40],yrange = [0,
10],
grid=true,line_width=4,color=black) ;
draw2d ( color=blue,
explicit (b*x*2/(C*2+x*2) ,x,0,40)) ;
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Dodatek 3

Posplosen Lotka - Volterra model

X a X —h(X)-Y
dt

Y (X)X —d-Y
dt

Ce postavimo, da je funkcionalni odziv b-X (spremenljivka
odziv=Db- X ), potem je to klasi¢en Lotka-Volterra odziv.

Nivo-tok model:

> X X

yAY
konzum X

o % Y = ]

- Fay
repro:\/ \_/;mrti Y
CJ K d
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Enacbe modela

a=0.5

b=0.01

c=0.01

d=0.2

odziv=b*X

repro X=a*X

konzum X=odziv*Y

X= INTEG (repro X-konzum X, 500)
repro Y=c*odziv*Y

smrti Y=d*Y

Y= INTEG (repro Y-smrti Y, 45)

Parametri simulacije:
INITIAL TIME=0
FINAL TIME=50
SAVEPER=TIME STEP
TIME STEP=0.25

Rezultati simulacije prikazujeta sliki 4.3 in 4.4.
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Dodatek 4
Beddington-DeAngelisov model

K

dX X m-X-Y
—=r- X1 - -
dT 1+h- X +B-Y

ay _ ¢gm-X¥Y
dT 1+h-X+B.Y '

Transformacija modela.
Transformacije: t=r-T, X =K-X, Y =—=, pri tem so parametri:
m

a=h-K, bzﬂ, c:cl'm'k in ezi.
m r r

Najprej transformirajo enacbo:

dx =r-X -(1—£j— & - enacbodelimozr

ar K) 1+h-X+B-Y
dX =X. 1_5 —EL > postavimo:
r-dT K r 1+h-X+B'Y
r-dT =dt in X =K-X
Koy [ Kox)om _ Kexey > enacbo delimo
dt K r 1+h-K-x+B-Y
s K
%:x-(l—x)—m- XY - postavimo: y="Y
dt r 1+h-K-x+B-Y m
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r.
X.i
%_X.(l_ )_m m - >
dt F1th-K.x+B. "y
m
%:x-(l—x)— Xy - - postavimo: b:E in
dt 1+h.-K-x+B- =Y m
m
a=K-h
> %:X'(l—X)—L
dt l+a-x+b-y
Transformirajo Se enacbo:
dy —¢-m-X.Y r-y

—=—————d,-Y 2 uposdtevajmo: Y =—=, X =KX in
dT 1+h-X+B-Y m

r-dT =dt, dT :%

Cl.m.K.X.u

2
r<-d r-
y_ m -d,- y - pomnozimoz M

mdt g phk.xeg."Y oM
m

2

r<-dy c,-m-K-x-y-r

= —d,-r-y > delimoz r in postavimo:

dt  1ih.k.x+B."Y
m

b=2" na=K.h

m
y_&-mK, Xy —i-y - postavimo C:Cl'm'K in
dt r l+a-x+b-y r r
o=t

;
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dy _ cxy

dt 1+a-x+b-y

Transformiran model je:

LT .
dt l+a-x+b-y
ﬂ: C.X.y _e.y

dt 1+a-x+b-y

Nivo-tok model
Parametri modela naj bodo: a=1.3, b=3, c=2 in €=0.4. Izberimo
zatetne vrednosti: X(0)=0.5 in y(0)=0.6.

S A

repro x

konzum X
N

odziv

@%Z y 0
repro
C‘/

unrtl y
‘\_e

Enacbe modela
a=1.3
b=3
c=2
e=0.4
konzum x=odziv*y
odziv=x/ (l+a*x+b*y)
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repro x=x* (l-x)
repro y=c*odziv*y
smrti y=e*y

X
y

INTEG (repro x-konzum x, 0.5)

INTEG (repro y-smrti y, 0.6)

Parametri simulacije
FINAL TIME=50
INITIAL TIME=0
SAVEPER=1
TIME STEP=0.25

Rezultati simulacije so prikazani na slikah 4.10 in 4.11.
Nicte izokline.

x-nicti izoklini:

"o 5 x=0m1x-——Y 0 >
dt l+a-x+b-y
y=(1-x)-(1+a-x+b-y)
y=1l+a-x+b-y—x—-a-x*-b-y-x >
y—-b-y+b-y-x=-a-x*+(@a-1)-x+1 >
_—a-x’+(a-1)-x+1
- (1-b+b-x)
y-nicti izoklini.
a_q 5> y=0 in —X -0 >
dt l+a-x+b-y

c-x=e+e-a-x+e-b-y

(c—e-a)-x—e

S yv=
y e-b
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Maxima model (rezultat: slika 4.12).

1.3;

3;

2;

0.4;

load (draw) ;

load (drawdf) ;
set_draw_defaults(

® Q0 b p

xrange = [0,1],

yrange = [0,1],

grid = true,

line width =1,

color = black);
draw2d (color=blue, yrange=[0,1],line_width=4,

explicit((-a*x*2+(a-1) *x+1) / (1-b+b*x) ,
x,0,1),

color=red, explicit(((c-e*a)*x-e)/(b*e),
x,0,1),

color=blue,polygon([[0,0],[0,0.1],[0,111]1),

color=red, polygon([[0,0],[0.1,0],[1,011)):

Vektorsko polje z integralnimi krivuljami:
Maxima model (rezultat: slika 4.13)

a: 1.3;
b: 3;
c: 2;
e: 0.4;

»diff (x,t)=x*(1l-x)-x*y/ (1l+a*x+b*y) ;
»diff (y,t)= c*x*y/ (l+a*x+b*y) -e*y;
plotdf ([x* (1-x) -

x*y/ (l+a*x+b*y) ,c*x*y/ (1+a*x+b*y) —e*y],
[y,0.2,1],[x,0.2,1]).
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Maxima model - parametri¢ne krivulje (rezultat: slika 4.14).

a: 1.3;
b: 3;
c: 2;
e: 0.4;

load (draw) ;

load (drawdf) ;

set_draw_defaults(
xrange = [0,1],
yrange = [0,1],
grid=true,
line width =1,
color=black) ;

drawdf ([x* (1-x) -

x*y/ (l+a*x+b*y) ,c*x*y/ (1l+a*x+b*y) —e*y],
[x,0,1],[y,0,1],field degree=1,duration=100,
field grid=[20,20],so0ln_arrows=true,point_at
(0,0),
solns_at([0.5,0.6],[0.5,0.2],[0.9,0.9] ),
line_width =4, color=blue,
explicit((-a*x*2+(a-1)*x+1)/(1-
b+b*x) ,x,0,1),
color=red,
explicit(((c-e*a)*x-e)/(b*e), x,0,1),
color=blue,polygon([[0,0],[0,0.1],[0,1]]1),
color=red, polygon([[0,0],[0.1,0],[1,011));
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Dodatek 5

Rosenzweig-MacArthurjev model

d—xzr-x(l—éj—c- X_y

dt k, + X
d_Y:e.0. X Y—-m -Y
dt k, +X ’

p

Nivo-tok model.

repro konzum X
K\_/ /
A
k

p odziv
c~__—////(
oy, Y X Wy
repro;(\—/ \\—)nrti Y
e\_/
my

Enacbe modela
c=1
e=0.5
kp=0.16
my=0.29
r=0.5
K=0.5
repro X=r*X* (1-X/K)
odziv=c*X/ (kp+X)
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konzum X=odziv*Y

X= INTEG (repro X-konzum X, 0.1)
repro Y= e*odziv*Y

smrti Y=my*Y

Y= INTEG (repro Y-smrti ¥, 0.1)

Parametri simulacije:
FINAL TIME=365
INITIAL TIME=0
SAVEPER=TIME STEP
TIME STEP=0.0078125
Rezultati simulacije so prikazani na slikah 4.16 in 4.17 (K =0,5) ter

slikah 4.18in4.19 (K =1).

x-nicti izoklini: d—X =0
dt

Iz enacbe 4.28 dobimo: I’-X(l—%)—c- X Y=0 >

y-nicti izoklini: d—Y =0
dt

Iz enacbe 4.29 dobimo: €-C- -Y—my~Y:O
p+X
> 1). Y=0;
> 2). e-c- X -m,=0 > m =e-c X >
kp+X kp+X
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5> x =Mk
e-c—nu
Ni¢te izokline pri vrednosti parametrov: r=0.5, c=1,

m, =0.29, k, =0.16 . in zgornji meji rasti K =1.

Maxima model (rezultat: slika 4,20)

sprememba oznak: k,—>h in m —d

.5;

O O O r o
N P, O
O O ~-

~e

- © PR o S R o B

1;
load (draw) ;
load (drawdf) ;
set_draw_defaults (
xrange = [0,1],
yrange = [0,0.3],
grid=true,
line width=1,
color=black) ;
A: d'h/(e'c-d);
draw2d (line_width=4, color=blue,
explicit(r/c‘ (1-x/K) ' (h+x), x,0,1),
polygon([[0,0],[0,0.1],[0,1]1]),
color=red,

0.5,

polygon([[d-h/(e-c-d),0],[d h/(e-c-d),0.1],

d'h/(e'c-d),0.511),
polygon([[0,0],[0.1,0],([1,0]]),
color=black, polygon ([[(K-h)/2,
0],[(K-h)/2, 0.1],
[(K-h)/2, 0.5]11));
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Stabilnost netrivialne tocke ravnoteZja je na preseciscu x-ni¢te izokline:

Y zg'(l—%j-(kp+ X),

ki je navzdol obrnjena parabola in y-nic¢te izokline, ki je vertikalna premica
m, -k,

naxosvtocki X =4 =—"-—"
e-c—my

Doloc¢imo tocko, kjer ima x-nicta izoklina svoj maksimum in se obrne

dyY
navzdol. Ta tocka je dolocena z d_X =0

. K -k
2X 5 x .
K 2

r r
> __._p+_:_.
C

vy y "p

Ce je preseciste y-nicte izokline ( A = ) in x-nicte izokline v tocki

K-k

p

ko x-ni¢ta izoklina narasca torej ko je : A< oziroma, ko je

K>2-A+ kp bo toéka ravnoteZja nestabilna, sicer pa bo stabilna.

Vektorsko polje s parametri¢nimi krivuljami
Maxima model (rezultat: za K =0.5 slika 4.23 in za K =1 slika 4.24)
sprememba oznak: k, — h in k,—d

r: 0.5;
c: 1;

e: 0.5;
d: 0.29;
K: 0.5;
h: 0.16;

»diff (x,t)=r*x* (1-x/K)-c*x/ (h+x) *y;
»diff (y,t)= -d*y+ e*c*x/ (h+x) *y;
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plotdf ([r*x* (1-x/K) -c*x/ (h+x) *y, -d*y+
e*c*x/ (h+x) *y],
[y,0,0.25],[%x,0,0.5]);

Nicte izokline prikazane v vektorskem polju:
Maxima model (rezultat sliki 4.21 za K=0,5 in 4.22 za K=1)

Spremenjene oznake: m, > d, k, > h

r: 0.5;
c: 1;

e: 0.5;
my: 0.29;
K: 0.5;
h: 0.16;

load (draw) ;
load (drawdf) ;
set_draw_defaults(

xrange = [0,0.5],

yrange [0,0.2],

grid=true,

line width=1,

color=black) ;
drawdf ([r*x* (1-x/K) -c*x/ (h+x) *y, -d*y+
e*c*x/ (h+x) *y],

[x,0,0.5],[y,0,0.2],field degree=1,

duration=50,

soln arrows=true, point at(0,0),
solns_at([0.1,1.0],[0.15,0.15] ),
line width =4,color=blue,
xplicit(r/c* (1-x/K)* (h+x), x%,0,0.5),
polygon([[0,0],[0,0.1],[0,0.511),
color=red,
polygon([[0,0],[0.1,0],[0.5,0]]),
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polygon([[d*h/ (e*c-d),0], [d*h/ (e*c-
d),0.1],
[d*h/ (e*c-d) ,0.5]11));
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5 GOSTITEL]J - PARAZITOID MODELI

5.1 Uvod

Parazitoidi so zelo Stevilcna skupina organizmov (poznanih je preko
100.000 vrst), (Tomanovi¢, 2006). Parazitoidi so Zuzelke, ki parzitoizirajo
(v anglescini se uporablja izraz parasitized redkeje parasitoidised) druge
zuzelke v njihovi nezreli fazi. Odrasle samice parazitoidov is¢ejo gostitelje,
jih napadejo, vanje ali ob njih izlezejo eno ali ve¢ jaj¢ec. Doloceno
obdobje se licinke parazitoidov hranijo z gostiteljem, (obi¢ajno z enim
samim gostiteljem) dokler se li¢inka parazitoida popolnoma ne razvije. To
pripelje do unicenja - smrti gostitelja. Iz napadenih li¢ink gostiteljev se
torej izleZe naslednja generacija parazitoidov. lzraz parazitoizrati torej
pomeni izleganje jaj¢ec parazitoida v ali na gostitelja.

Parazitoidi so entomofagne Zzuzelke, s popolno preobrazbo, so torej
holometabolne Zuzelke. Razvojni ciklus je razdeljen na 4 stadije :

—jajéece > li¢inka (larva) = pupa —> imago.

NeokuZeni gostitelji se razvijejo v zrele osebke naslednje generacije
gostiteljev..

Jajéni parazitoidi odloZijo svoja jajceca v jajéeca gostitelja, larvalni
parazitoidi v li¢inke gostitelja, pupalni parazitoidi, v stadij bube gostitelja
in imaginalni parazitoidi v odrasle ZuZelke.

Veclina parazitoidnih Zuzelk je med koZekrilci in dvokrilci. Parazitoidi so
pogosti med osami - red Hymenoptera in manj pogosto med muhami —
Diptera.

Vecina parazitoidov ima svojega specifiénega gostitelja.
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Glede na interakcijo »gostitelj-parazitoid», parazitoide razvrstimo v
skupine po razli¢nih kriterijih.

Glede na vpliv na gostitelja parazitoide razdelimo v dve skupini:
-> idiobionte ali ektoparazitoide,
-> koinobionte ali endoparazitoide.

Koinobiont napade gostitelje toda ga ne unici takoj. Koinobiont Zivi dalj

¢asa v gostitelju in se z njim hrani.
Idiobiont paralizira gostitelja in mu prepreci nadaljnji razvoj.

V nadaljevanju se bomo omejili na interakcije med gostiteljskimi in
parazitoidnimi populacijami, ki se generacijsko ne prekrivajo. Casovni
interval je lahko recimo leto.

Z H, oznatimo gostoto oziroma velikost gostiteljske populacije in s P,

gostoto oziroma velikost parazitoidne populacije v obdobju t. Posledi¢no
bodo modeli interakcij parazitoid-gostitelj diskretni. Zasnovani bodo na
diferen¢nih enacbah.

5.2 Thompsonov model

William Robin Thompson je leta 1924 postavil prvi model interakcije
gostitelj-parazitoid.

Model je zasnovan na sledecih predpostavkah:

1. Parazitoidne samice izleZejo jajéeca naklju¢no v posamezne
gostitelje, ne glede na to ali je gostitelj Ze parazitoiziran ali ne.
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2. lz parazitoiziranega gostitelja se lahko razvije samo en nov
parazitoid v naslednji generaciji. Model se torej nanasa na
»solitary« parazitoidne populacije.

3. b je §tevilo novih gostiteljev v naslednji generaciji na enega ne-
parazitoiziranega gostitelj in je konstanta. Predstavija neto
stopnjo reprodukcije (angl. net finite rate) gostiteljske populacije
v odsotnosti parazitoidov.

4. f je funkcija izogiba (angl. escape function) in pomeni
verjetnost, da gostitelj ni parazitoiziran, oziroma delez ne

parazitoizirane gostiteljske populacije. Potem je deleZ
parazitoizirane gostiteljske populacije 1— f .

Opomba: Velikost (gostota) parazitoidne populacije se nanasa samo na

samice.

Model 1
Thompsonov model podajata enacbi 5.1 in 5.2 (Sharov, 1996).

H.,=b-H:-f (En5.1)
Pt+1 = Ht '(1_ f ) (En5.2)

Povprecno Stevilo jajcec, ki jih izleZe vsaka parazitoidna samica naj bo a -
parazitoidna plodnost. Parazitoidna samica lahko izleZe le omejeno
Stevilo jaj¢ec. Predpostavljamo torej, da so parazitoidi »provigenic«. Vse

samice parazitoidov izlezejo a- P, jajcec.

Povprecno Stevilo jajéec v enega gostitelja podaja enacba 5.3.

(En 5.3)
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Predpostavka je tudi, da je porazdelitev Stevila jaj¢ec vloZenih v gostitelja
slu¢ajnostna. Stevilo parazitoidnih jajéec vloZenih v enega gostitelja ima
torej Poissonovo porazdelitev (enacba 5.4).

Er‘l . -E
p(n):—n? (En 5.4)

Verjetnost, da gostitelj ni napaden (N =0) je podana z enac¢bo 5.5.

p(0)=e" (En 5.5)

_am

Funkcija izogiba je torej: f =e ® > f=¢ ™

Thompsonov model je podan z enacbama 5.6 in 5.7.

a-R

H.,=b-H.e " (En 5.6)
_ahR

P,=H,|1-e My (En5.7)

Opomba: Velikost (gostota) populacije se nanasa samo na samice kar se
tice parazitoidne populacije.

Model 2

Sre¢amo tudi nekoliko modificiran Thompsonov model (enacbi 5.8 in 5.9).

Enacbo 5.6 pomnoZimo s faktorjem R;, ki ga imenujemo faktor

prezivetja. Vsi neokuZeni gostitelji ne preZivijo in niso udeleZeni v
reprodukciji naslednje generacije gostiteljev.
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Ce se velikost (gostota) parazitoidne populacije P, ne nanasa samo na
samice potem enacbo 5.7 pomnoZimo s faktorjem p, ki odraza delez

parazitoidnih samic v parazitoidni populaciji (samo te sStejejo).
Tako modificiran Thompsonov model prikazujeta enacbi 5.8 in 5.59.

_ap

Ht+1:b'Ht'e FT'Ro (En 5.8)

_PF
PtJrlet.(l_e H Jp (En 5.9)

5.3 Splosen gostitelj-parazitoid model

Splosen gostitelj-parazitoid model (Hassell, 2000) je podan z enacbama
5.10in 5.11.

Ht+1:b'Ht'f(Ht’Pt) (En 5.10)
P,=cC-H, .(1_ f(H,, R)) (En 5.11)

Funkcijo izogiba lahko splosno zapisemo f (Ht, Pt), odvisna je tako od

velikosti gostiteljske kot tudi od parazitoidne populacije v generaciji t.

Koeficient b je neto stopnjo reprodukcije gostiteljske populacije v
odsotnosti parazitoidov.

Koeficient C predstavija povpreéno Stevilo izleZzenih parazitoidov
(uspedno vloZenih jajcec) iz enega napadenega (okuZenega ) gostitelja.

Ce upostevamo, da le del ne napadenih gostiteljev v generaciji t preZivi,
potem enacbo 5.10 dopolnimo Se z faktorjem oziroma preZivetveno
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funkcijo g(Ht), ki uposteva od gostote (velikosti) odvisno smrtnost

(angl. density dependent mortality). Namesto enacbe 5.10 zapisemo
enacbo 5.12.

Ht+1:b'Ht'f(Hth)'g(Ht) (En5.12)

Razlicni modeli interakcij gostitelj-parazitoid se med seboj razlikujejo v

funkciji izogiba f in preZivetveni funkciji ¢ .

5.4 Nicholson-Baileyjev model

Nicholson-Baileyjev model izhaja iz sploSnega modela in je najpogosteje
uporabljan model pri proucevanju interakcij gostitelj-parazitoid.

Vsak neparazitoiziran gostitelj proizvede b novih gostiteljev (neto
stopnja reprodukcije) in vsak parazitoiziran gostitelj C novih parazitoidov
v naslednji generaciji. Tako kot Thompsonov model tudi Nicholson-
Baileyjev model predpostavlja, da parazitoidi, najdejo in leZejo jajceca v
gostitelja naklju¢no, predpostavlja torej Poissonovo porazdelitev leganja
jajcec.

Li¢inka gostitelja je lahko napadena ni¢-krat, enkrat, dvakrat itd. Izhajamo
izenatb 5.10in 5.11.

Model 1
Predpostavimo, da je vsak gostitelj napaden povpretno (a- Pt) krat, pri

tem je a faktor ucinkovitosti parazitoida pri iskanju.

Verjetnost, da je gostitelj napaden N krat je podana z enacbo:

(aR) e
n!

p(n)=
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Funkcijo prenove sedaj podaja enacba 5.13.

f=p(0)=e*" (En 5.13)

Tako pridemo do Nicholson-Baileyjevega modela, ki ga podajata enacbi
5.14in 5.15.

H.,=b-H, e (En 5.14)

P

4 =c-Ht-(1—e’a'P‘) (En 5.15)

Enacbi 5.14 in 5.15 preslikamo v nivo-tok model (slika 5.1 dodatek 1 1

model 1).

Rezultat simulacije je prikazan na slikah 5.2 in 5.1.

Slika 5.1. Nicholson-Baileyjev model 1; nivo tok-model
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100
100

50
50

Time (t)

P:PG11
H:PGl11

Slika 5.2. Nicholson-Baileyjev model 1; dinamika modela; parametri: b=1.5,
¢=2.0, a=0.05; zacetne vrednosti; Ho=20, Po=5

120

90

60

30

P:PG11
Slika 5.3. Nicholson-Baileyjev model 1; parametri¢na krivulja;parametri: b=1.5,
¢=2.0, a=0.05; zacetne vrednosti; Ho=20, Po=5

Model 2

Model nekoliko spremenimo s predpostavko, da ima populacija gostitelja
v odsotnosti parazitoidne populacije samoregulacijo, v¢asih govorimo o
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omejeni dinamiki (angl. bounded dynamics). Model je povzet po Khan &
Qureshi, (2015). Spremenjen model podajata enacbi 5.16 in 5.17.

1
H,=——"Db-H.e®" (En 5.16)
1+d-H,

Ra=C-H (1-e7%) (En5.17)
Enacbi 5.16 in 5.17 preslikamo v nivo-tok model (slika 5.4, dodatek 1 —
model 1) .

2 vy . H
rast‘\/
P |- ‘% o
gen
a\_/

Slika 5.4. Nicholson-Baileyjev model 2; nivo-tok-model;.
Poglejmo dinamiko modela pri razli¢nih vrednostih parametrov.

1. Pri vrednostih parametrov: a=0.5, b=8.8, ¢c=25 in
d =27 ter zatetnih pogojih H;=1.06 in B, =2.04, je

rezultat simulacije prikazan na slikah 5.5in 5.6.
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2. Pri vrednostih parametrov: a=0.4, b=88, c=45 in
d=4.8 ter zacetnih pogojih H,=0.28 in B, =2.04, je
rezultat simulacije je prikazan na slikah 5.7 in 5.8.

3. Pri vrednostih parametrov: a=0.4, k=8.6, ¢=39 in
d =2.9 ter zatetnih pogojih Hy =0.4 in By, =2.09, je rezultat
simulacije je prikazan na slikah 5.9 in 5.10.

V prvih dveh primerih se obe populaciji nihajoCe priblizujeta tocki
ravnotezja, v tretjem primeru je nihanje obeh populacij izrazitejse in se

obe populaciji le pocasi blizata tocki ravnotezja. Tocke ravnotezja so pri

vsakem od treh primerov razli¢ne.

Primer 1

2.5

5
0
0 20 40 60 80 100 120 140
Time (t)
H:PG21 P:PG21

Slika 5.5. Nicholson-Baileyjev model 2; dinamika modela; parametri modela:
a=0.5,c=2.5, d=2.7, b=8.8; zaletne vrednosti: Ho=1.06, Po=2.04.
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2.5
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1
0.80 0.90 1 1.10 1.20 1.30 1.40 1.50

P:PG21

Slika 5.6. Nicholson-Baileyjev model 2; parametricna krivulja; parametri modela:
a=0.5, c=2.5, d=2.7, b=8.8; zaCetne vrednosti: Ho=1.06, Po=2.04.

Primer 2

2.5

15

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time (t)
H:PG22 P:PG22

Slika 5.7. Nicholson-Baileyjev model 2; dinamika modela; parametri modela:
a=0.4, c=4.5, d=4.8, b=8.8; zacetne vrednosti: Ho=0.28, Po=2.04.
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P :PG22

Slika 5.8. Nicholson-Baileyjev model 2; parametri¢na krivulja; parametri modela:
a=0.4, c=4.5, d=4.8, b=8.8; zacetne vrednosti: Ho=0.28 , Po=2.04.

Primer 3

35

2.8

2.1

1.4
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time (t)

H:PG23 P:PG23
g

Slika 5.9. Nicholson-Baileyjev model 2; dinamika modela;parametri modela:
a=0.4, c=3.9, d=2.9, b=8.6; zacetne vrednosti: Ho=0.4 , Po=2.09.
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.5
040 056 071 087 102 118 133 149 164 180

P:NBH-B3

Slika 5.10. Nicholson-Baileyjev model 2; parametri¢na krivulja;parametri modela:
a=0.4, c=3.9, d=2.9, b=8.6; zacetne vrednosti: Ho=0.4, Po=2.09.

n?*’n

Vsaka pozitivna resitev {(H P )}wn:o je omejena (dodatek 1 — model
2).

n

0<H <2 ino<p <€
d d

Nicte izokline, prikazane so na sliki 5.11 (dodatek 1 — model 2)

H niéti izoklini: AH =0:

1> H=0,
2> P:£.|n —b (En 5.18)
a 1+d-H

P ni&ti izoklini: AP =0
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1> H :L (En 5.19)

c-(l—e‘a‘P)
2>P=0 (En 5.20)

Tocki ravnoteZja

Poleg trivialne totke ravnotezja (H,,,P,)=(0,0) ima model 3e

vev v

netrivialno tocko ravnotezja, ki je na presecis¢u nictih izoklin. Glej sliko
5.11.

1.5

0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Slika 5.11. Nicholson-Baileyjev model ; H-nicta izoklina (modra), P-nicta izoklina
(rdeca); parametri modela: a=0.5, c=2.5, d=2.7, b=9.6.

Model 3
Model predpostavlja eksponentno rast gostiteljske populacije v

odsotnosti parazitoidne populacije. Stopnjo rasti lahko zapisemo: b=¢",
pri tem je I' notranja stopnja rasti. Enacbi 5.14 in 5.15 preideta v enacbi
521in5.22.

Hea =H, e (En5.21)
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P,=C-H t-(l—e*a'P‘) (En 5.22)

Omejimo stopnjo rasti gostiteljske populacije z zgornjo mejo rasti K
(logisticna rast). Notranjo stopnjo rasti I nadomestimo z izrazom

rH
r— Kt . Tako pridemo do modela, ki ga podajata enacbi 5.23 in 5.24

(dodatek 1 model 3).
Ha=H.e “ (En 5.23)

P, =C-H, .(1_e—a'Pt) (Ens5.24)

Enacbi 5.23 in 5.24 preslikamo v nivo-tok model (dodatek 1 - model 3), ki
je prikazan na sliki 5.12.

rast

P g

gen
a\j

Slika 5.12. Nicholson-Baileyjev model 3; nivo-tok-model.

Dinamika modela je odvisna od parametrov.
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1. Pri vrednostih parametrov: a=1.0, ¢=1.0, r=0.8 in
K =3.0 ter zacetnih pogojih H, =1.0 in P, =0.5, je rezultat

simulacije prikazan na slikah 5.13.

2. Spremenimo samo vrednost parametra I, ki najbo r =1.8, vsi
ostali parametri ostanejo nespremenjeni. Rezultat simulacije je
prikazana na sliki 5.14. Obe populaciji duseno nihat proti stabilni
tocki.

3. Spremenimo $e vrednost parametra K, ki naj bo: K =1. Rezultat
simulacije je prikazan na sliki 5.15. Parazitoidna populacija
odmre, populacija gostitelja pa obstane in je stabilna.

Primer 1
2
1.6
1.2
8
4 JVVV\AANWWWV\AMN\AM/
0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time (t)
H:PG24 P :PG24

Slika 5.13. Nicholson-Baileyjev model 3; dinamika modela; parametri modela:
K=3.0, c=1.0, a=0.1, r=0.8; zacetne vrednosti: Ho=1, Po=0.5.
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Primer 2
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Time (t)

H:PG35 P :PG35

o
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Slika 5.14. Nicholson-Baileyjev model 3; dinamika modela; parametri: K=3.0,
c=1.0, a=0.1, r=1.8; zacetne vrednosti: Ho=1, Po=0.5.
Primer 3

Time (t)

H:PG35
P :PG35

Slika 5.15. Nicholson-Baileyjev model 3; dinamika modela; parametri: K=1, c=1.0,
a=0.1, r=1.8; zacetne vrednosti: Ho=1, Po=0.5.
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5.5 Analiticna metoda ugotavljanja stabilnosti
ravnoteznih tock

Poglejmo dvodimenzionalni diskretni sistem. Ugotavljali bomo ali so
tocke ravnoteZja stabilne ali ne. Pri tem bomo uporabili »metodo
linearizacije«. Bistvo metode je v slede¢em: Ce se stanje sistema malo
odmakne od toc¢k ravnotezja in se po dolo¢enem casu vrne nazaj v

ravnotezno tocko, bo tocka ravnotezja stabilna sicer pa bo nestabilna.

Vzemimo dvodimenzionalen diskretni sistem, ki je podan z enacbama
5.25in 5.26.

H..=F(H,PR) (En 5. 25)
R4 =G(H, ) 0529

pritem sta F in G nelinearni zvezno odvedljivi funkciji. To¢ka ravnotezja

naj bo (Hr, P ) . To¢k ravnoteZja je lahko seveda vec.
H, = F(Hr, Pr)
P :G(Hr, Pr)

Sistem (enachi 5.25, 5.26) lahko v dovolj majhni blizini tocke ravnotezja
lineariziramo s Taylorjevim priblizkom (to velja tudi za katero koli drugo
tocko).

H,=H,+h (t) (En 5.27)
P =P +h,(t) (En 5.28)

Tako pridemo do enacb 5.29 in 5.30.
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oH oP

F(H.R)~F(H,, P)+ (8':) hh(t)+(ﬁjr-hp(t) (En 5.29)

oG G Y
G(H,.R)~G(H,, P )+ (aH] hh(t)+($j -he (t) (En 5.30)

v r . . . . v . Ve
Oznacba (D) pomeni, da izraz v oklepaju ovrednotimo v tocki ravnotezja

(H P) Enachi 5.25 in 5.26 zapisimo v slededi obliki (enacbi 5.31 in

r! r

5.32).
oF oF Y

H, +h, (t+1)~ H +(6Hj hh(t)+(¥j e (t) -
oG oG\

P +h,(t+1)~ P +(8Hj -h, (t)+(a—PJ -hy (t) (En 5.32)

Enacbi 5.31 in 5.32 zapiSimo v matri¢ni obliki:
=) (%)
h(t+1)) |leH ) (oP
G &)
oH oP
8_Fjr G_Fjr
oH oP

&) (%)

Matriko:

r? r

J'(H,, R)=
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imenujemo Jacobijeva matrika izracunana v tocki (Hr, P.). Enagba 5.33

predstavlja linearen sistem diferenc¢nih enacb.

Tocka ravnotezja (Hr, Pr) nelinearnega sistema ja lokalno stabilna, ¢e

lastni vrednosti A, in A, Jacobijeve determinante izradunana v (H,, P)
zadostita pogojema: |ﬂ,1|<1 in |/’LZ|<1. Ce pa je |2,1|>1in |/12|>1

(dodatek 2), potem je tocka ravnotezja lokalno nestabilna.
Za dolocanje stabilnosti lahko uporabimo tudi sledec teorem (dodatek 2):

Tocka ravnotezja nelinearnega sistema je asimptoticno stabilna ¢e in
samo Ce je izpolnjen pogo;j:

sled [J[" <1+detJ" <2 (En 5.34)

Pritem je sled |J |r sled Jacobijeve matrike J" v tocki ravnote?ja, to je

vsota ¢lenov glavne diagonale matrike in det J" determinanta matrike

Jacobijeve matrike J" .

5.6 Hassell-Varleyev model

Hassell in Varley sta predlagala modifikacijo Nicholson-Baileyjevega
modela. Tudi ta model, prav tako vsi dosedanji modeli, predpostavlja
naklju¢na srecanja med gostitelji in parazitoidi.

Model dodatno uposteva interferenco med parazitoidi. Gostitelj je

napaden povprecno (aJPt) krat. Verjetnost, da se gostitelj izogne
L . , L R .

parazitoidom, torej da ni parazitoiziran je: e . Pri tem je a neto

stopnja reprodukcije ne parazitoizirane gostiteljske populacije. Model

prav tako predpostavlja, da vsak parazitoiziran gostitelj da v naslednjo
generacijo samo enega novega parazitoida.
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Hassell-Varleyjev model (Qureshi in sod., 2014) je podan z enacbama 5.35
in 5.36.

H,,=R-H, g P (En 5.35)

P, =H, -(1—e*a'ﬁt) (En 5.36)

t+1

Enacbi 5.35 in 5.36 preslikamo v nivo-tok model (dodatek 3), ki je
prikazan na sliki 5.16.

R
<3 z'/: H
rast H
. /\b /—\ |
C\I
P |- X oy
rast P

N ¥

Slika 5.16. Hassell-Varleyev model; nivo-tok model.

Rezultat simulacije pri parametrih modela: a=15, R=3.99 ter
zatetnem pogoju Py =2.8, H; =3.2 je prikazan na slikah 5.15 in 5.16.

Iz rezultata simulacije je razvidno, da je tocka ravnoteZja stabilna.
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o

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time (Year)

P : Current H : Current

Slika 5.17. Hassell-Varleyev model; dinamika modela; parametri modela :a=1.5,
R=3.99; zacetne vrednosti: Ho= 3.2, Po=2.8

35

2.63

1.75

0.875

0 0.50 1 1.50 2 2.50 3 3.50
H

Slika 5.18. Hassell-Varleyev model; parametri¢na krivulja; parametri: a=1.5,
R=3.99; zacetne vrednosti: Ho= 3.2, P0o=2.8
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Spremenimo vrednost parametra R=5.8. Parametre a ter zacetni
pogoji ostanejo nespremenjeni. Rezultat simulacije je prikazan na slikah
5.17 in 5.18 ter nicti izoklini na sliki 3.48. Iz rezultata simulacije je
razvidno, da je sistem v tem primeru nestabilen.

6
45 ‘
\
"
3 ‘ ‘ 1
\
\
15 | ‘
\
! ‘ \ ‘ ‘ \
|
. i ) |
0 20 40 60 80 100 120 140
Time (Year)
P Current  —— H : Current

Slika 5.19. Hassell-Varleyev model; dinamika modela; parametri:a=1.5, R=5.8;
zaCetne vrednosti: Ho= 3.2, Po=2.8.

4.5

1.5

Slika 5.20. Hassell-Varleyev model; parametricna krivulja; parametri:a=1.5,
R=5.8; zaCetne vrednosti: Ho= 3.2, Po=2.8
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Doloc¢imo niéti izoklini, ki jih podajata enacbi 5.37 in 5.38 (sliki 5.21 in
5.22, dodatek 3):

(sprememba oznake: b > R)

H-nicta izoklina:
1 2
p:(_.m (b)j (En 5.37)

P-nic¢ta izoklina:

p.g*P

= T (En 5.38)
3
2.5
2
1.5
1
0.5
o

o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Slika 5.21. Hassell-Varleyev model; H-nicta izoklina (modra), P-ni¢ta-izoklina
(rdeca); parametri: a=1.5, b=3.99.
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2.5

1.5

(o]

(o] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
Slika 5.22. Hassell-Varleyev model; H-nicta izoklina (modra), P-nicta-izoklina
(rdeca); parametri: a=1.5, b=5.8.

Netrivialna tocka ravnoteZja (H P ) je (dodatek 3)

rir

(Hr,R)=[bL_l-(§-ln(b))z, G.un(b)ﬂ (€n'5.39)

Ali bo tocka ravnoteZja stabilna ali ne, je odvisno od parametra b.
Jacobijeva matrika v netrivialni tocki ravnotezja (dodatek 3) je:

~ b'ln(b)
2-(b-1
J'(H,, P)= (b-1) (En 5.40)
b-1 In(b)
b 2-(b—1)
I
Sled matrike Jacobijeve matrike je: Sled(J'):lJrﬂ in

2-(b-1)

: , . . b-In(b)
determinanta Jacobijeve matrike det(J ): m (dodatek 3).

205



POPULACIJSKA DINAMIKA

Netrivialna tocka ravnoteZja je lokalno stabilna, ¢e je izpolnjen pogoj (glej
dodatek 2):

\sled(J')

<1+det(Jr)< 2, torej ¢e je:

n(b) . b-In(b)

Moo= 2 (o)

(En 5.41)

Poglejmo v katerem podro¢ju vrednosti parametra b bo tocka ravnotezja
stabilna.

Pogoj stabilnosti, ki ga podaja levi del neenacbe 5.41:

In(b) b-In(b)

Mo o-n) 2 (o)

-, je izpolnjen za vsak b >1

Pogoj stabilnosti, ki ga podaja desni del neenacbe 5.41:

b-n(b) _, . b-In(b)

-0 7 2m)

<1 > b-In(b)<2-b-2.

Oznatimo: f (b) = b-ln(b)—Z-b+2.
Pogoj stabilnosti je izpolnjen za vsak b, ki zadosti pogoju:
f(b)<0.
Zgornjo mejo vrednosti parametra b ozna¢imo z b, in je podana z

reditvijo enacbe f (b) =0.
Zakljucek:

Netrivialna tocka ravnoteZja je stabilna, e je vrednost parametra
1<b<hb,.
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Funkcije : sled (J r), 1+ det(J r) in f (b) so prikazane na slikah 3.49 in
3.50.

1.8

1.6

1.4

1

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Slika 5.23. Hassell-Varleyev model; funkciji sled(J") (modra), 1+det(J") (rdeca).

5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Slika 5.24. Hassell-Varleyev model; funkcija f(b).

Vrednost b, lahko priblizno dolo¢imo tudi iz slike 5.24 in je b, = 4.9. To

potrjuje tudi sliki 5.17., ko je vrednost parametra b znotraj intervala

stabilnosti 1<3.9<b; in 5.19, ko je vrednost parametra b izven

intervala stabilnosti by <5.8.
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5.7 Gostitelj- parazitoid model zakljucek

V poglavju 5 smo obravnavali diskretne modele interakcije med eno
gostiteljsko in eno parazitoidno populacijo. Pogledali smo Thompsonov
model - dve razlic¢ici, Nicholson-Baileyjev model - tri razli¢ice in Hassell-
Varleyjev model. Razlicni modeli izhajajo iz razlicnih lastnosti tako
gostiteljske, kot tudi parazitoidne populacije. V ozadju diskretnih modelov
so diferen¢ne enacbe.

Posebno pozornost smo posvetili analizi stabilnosti ravnoteznih stanj.
Velikokrat pa dobimo zadosten vpogled v lastnosti modela in njegovo

obnasanjem Ze s simulacijo modelov.
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DODATKI K POGLAV]JU 5

Dodatek 1
Nicholson-Baileyjev model

Model 1

Hia= b- H, e

P

t+1

=c-H, -(1—e‘”’1)
V obliki diferencnih enacb:
AH =b-H, -e™*% —H,

AP=c-H,-(1-e*%)-PR

Nivo-tok model
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Enacbe modela

a = 0.05
b=1.5
c =2

rast = b*H*EXP (-a*P)-H

H = INTEG (rast, 20)

gen = c*H* (1-EXP(-a*P))-P
P= INTEG (gen, 5)

Parametri simulacije

INITIAL TIME = 0
FINAL TIME = 20
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP =1

Rezultat simulacije je prikazan na slikah 5.2 in 5.3.

Model 2
Ht+l = #.b. Ht .eia'Pt
1+d-H,
R =CH, (1-e*")

V obliki diferencnih enacb:

1 an

=—.b.Ht.e _H
1+d-H,

t

AP=c-H, (1-e*%)-H,
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Nivo-tok model

rast

Enacbe modela:

oo e
1

O© M N O

ENRCIRT I

rast = b*H*EXP (-a*P)/ (1+d*H)-H
H = INTEG (rast, 1.06)

Gen = c*H* (1-EXP(-a*P))-P

P= INTEG (gen, 2.04)

Parametri simulacije:
INITIAL TIME = O
FINAL TIME = 1000
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP = 1

Rezultati simulacije pri razliénih vrednostih parametrov in zacetnih
pogojih so prikazani na slikah 5.5,5.6,5.7,5.8, 5.9, 5.10

Resitev {(H P )}%nzo je omejena.

n*'n
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9 Hn+1
1+d-H, d-H,
> P =c-H,-(1-e*)sc H <SP
d
b
> OSHnsamosPns
Nicti izoklini.

H ni&ti izoklini: AH =0

! ‘b-H-e*"-H=0

1+d-H

1> H=0,

2 ! ‘b-e*"-1=0 >
1+d-H

P:E.In( b )
a 1+d-H

P ni&ti izoklini: AP =0
c-H-(1-e*")-P=0 >

1> P=0,

P

2> H :—C-(l—e‘a'P)

Maxima model (rezultat: slika 5.8)
Spremembaoznak: H > x, P>y, b >k
a: 0.5;

c: 2.5;

d: 2.7;
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k: 9.6,

load (draw) ;

load (drawdf) ;

set_draw_defaults (
xrange = [0, 3.5],
yrange = [0,3],
grid = true,
line width = 2,
color=black ) ;

draw2d( color=blue, yrange=[0,3],grid =

line width = 2,implicit (1+d'x =

k -%e*(-a'y), x,0,3.5, y,0,3), color
implicit (y = ¢'x-(1-%e*(-a'y)), x,
vy, 0, 2));

Model 3
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Nivo-tok model:

r

a H
rast

P
gen
a\\\\\\-——_;::::jV

Enacbe modela:

w oRr4RKr
oo

a
c

r =
K =
rast = H*EXP(r-r*H/K-a*P)-H
H = INTEG (rast, 1.0)

gen = c*H* (1-EXP(-a*P))-P

P = INTEG (gen, 0.5)

Parametri simulacije:
INITIAL TIME = 0
FINAL TIME = 200
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP = 1

Rezultati simulacije pri razliénih vrednostih parametra r in K so
prikazani na slikah 5.13, 5.14 in 5.15
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Dodatek 2
Analiticna metoda ugotavljanja stabilnosti
ravnoteznih tock
Stabilnost ravnoteznih tock
Lastne vrednosti in lastni vektoriji

Oznacimo matriko NxN z A in jo pomnoZimo jo s stolpnim vektorjem

Nnx1, ki ga ozna¢imo z X . Rezultat bo zopet stolpni vektor nx1: A-X.

Vektor A-X ima obicajno druga¢no smer kot vektor X. Lahko pa se tudi

zgodi, da smo izbrali tak vektor, oznacili ga bomo z 77, da se smer
vektorja A-7] ne spremeni. To pomeni, da sta vektorja A-7j in 77
kolinearna. Vektor 77 imenujemo lastni vektor (angl. eigenvector). To pa

tudi pomeni, da lahko najdemo neko konstanto A, tako da je:
An=4-17 (1)

Konstanto A imenujemo lastna vrednost matrike (angl. eigenvalue).

Lastna vrednost pove za koliko se bo 77 pri mnoZenju z matriko podaljsal

ali skrajsal

Kako dolodimo lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje ? Izhajamo
iz enacbe 1:

A-f=A-1
> Afj-A5j=0 > Ajj-A-1,-i=0 > (A-2-1,)-77=0
Predpostavimo, da 77 # 0, potem pridemo do naslednje enacbe 2:

(A-4-1,)=0 2)
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Da bo enac¢ba imela ne nitelno reditev, mora biti matrika (A—/l-ln)

singularna.

Matrika je singularna, e je determinanta enaka nic, sicer pa je matrika
nesingularna.

Sedaj lahko izraunamo lastne vrednosti A iz determinante
det(A-4-1,)=0 (3)

Ce je A matrika Nxn, potem zgornja enac¢ba predstavlja polinom n'®
stopnje, ki ga imenujemo karakteristi¢ni polinom in ima N korenov, to se

pravi N lastnih vrednosti A, 4, ,....4,. Nekateri koreni so lahko

veckratni, nekateri so lahko tudi kompleksni. Ce je nek koren kompleksen,
potem je tudi konjugiran koren resitev karakteristi¢nega polinoma.

Splosen diskreten dvodimenzionalni sistem
Xn+l :all'xn +a12 'yn

yn+l:a21'xn+a22'yn

lahko zapisemo v matri¢ni obliki:

y n+l 8y dy y n y n+l y n
: . [XJ
OznaCimo: U =
y

Od tod sledi: G, = A-t, > U, =A%-T, > 0,=A"-0,, pritem je U,

(4)

zaCetna vrednost vektorja U .
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Sedaj vzemimo, da je A lastna vrednost matrike A in 77 lastni vektor,

potem je:
A"-7j=A"-1j oziroma 7j, = A" -1j,
Sistem, ki ga podaja enacba 4 je lahko tudi ve¢ dimenzionalen.

Naj bo U, linearna kombinacija lastnih vektorjev matrike A:

U, = blﬁl Foenen +b, ¢ ter Ay, A, pripadajoce lastne vrednosti,

poten je splosna resitev sistema linearnih diferen¢nih enacb (enacba 5):

a0 =b A"+, +b - A7 (5)

p(A)=max{|4|:i=1, ...k}
Ce je spektralni radius p(A) <1 potem enacba 5 zadosti pogoju:

limu, =0

nN—o0
Vrnimo se k dvodimenzionalnemu diskretnemu sistemu

|zracun lastnih vrednosti dolo¢imo iz enacbe 2

~ -1 ~
(A-2-1,)=0 > [a“ e j:o >
Ay 3-22_/1

2’2_(a11+a22)'j’+(all'a22_a21'a12)=6
AP —p-1+q=0 (6)

p =a;, +a,,: vsota elementov matrike na glavni diagonali, ki jo pogosto

oznacimo kot »sled matrike« (angl. trace)

sled (A) =a,, +a,,
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g=4a,-a,, —a,-a,: determinanta matrike, ki jo pogosto

oznadimo det(A).
Enacbo 6 lahko zapiSemo tudi:
A% —sled (A)-A+det(A)=0 (7)

Tako do dobimo lastni vrednost:

Ay Ay == sled +— \/sled 4-det(A)

PP =4q

I\)II—‘

oziroma A, 4, —% +

1
Realna korena sta enako oddaljena od sredinske vrednosti: E -sled (A) .
Najprej poglejmo ali je sredinska vrednost znotraj intervala (—1, l) :

—1<%-s|ed (A)<1 potem je %sled (A) <1

1
Razdalja od tocke E~S|ed (A) do katerega koli korena mora biti manjsa

kot do kon¢ne tocke intervala.

1 1 2
1> E-sled(A)iE-\/sled(A) —4-det(A) >
1_‘1.s|ed(A) > L. [Sled (AY —4-det(A)

2 2

Obe strani neenacbe kvadrirajmo:
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1—‘sled (A)‘+ sled (A)2 . sled (A)2 —4.-det(A)

4
1—‘sled (A)‘ >—det(A) >

1+det(A) > [sled (A)|
Tocka ravnoteZja je stabilna Ce je izpolnjen pogoj:

2>1+det(a)> ‘sled (A)‘
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Dodatek 3

Hassell-Varley model
Hea = b- H, 'eia‘\/ﬁo
Ra=H,--e")

V obliki diferencnih enacb:
AH =b-H, e _H,
AP=H,-(1-e*P)_p

Nivo-tok model
Sprememba oznake: b > R

R
N\
rast H
a/\b/—x ]
\ C—w
p g -
Enacbe modela:
a=1.5
R = 3.99
b = a*SQRT (P)
c = EXP(-b)
d = 1-c
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rast H = R*H*c-H

H = INTEG (rast H, 3.2)
rast P = H*d-P

P = INTEG (rast P, 2.8)

Parametri simulacije:
INITIAL TIME = 0
FINAL TIME = 10
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP = 1

Rezultati simulacije pri razlicnih vrednostih parametrov je prikazan na
slikah 5.17, 5.18, 5.19in 5.20.

Nicti izoklini

H nicti izoklini

AH =b-H, -e*® _H =0
1. H, =0

2.b-e*P_1-=0> b=e*"? >
2
P:(i-mbj
a

AP = Ht(l—e*"ﬁ)—Pt =0

P nicti izoklini
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Netrivialna to¢ka ravnotezja (H P ) .

2
H,=b-H, e > R:G-m(b)j in

upostevajo¢ b = e P

G.m(b)]z _H, (1%) > H, =%-[§-In(b)f.

)2y (fne] (2w ]

Maxima model (rezultat slika 5.21, 5.22
Sprememba oznake X—>H, y—>P in 1—Db
a: 1.5;
A: 3.99;
load (draw) ;
set_draw_defaults(
xrange=[0, 3.5],
yrange=[0, 3],
grid=true,
line_width=2,
color black) ;
draw2d (color=blue, yrange=[0, 3], grid=true,
line_width=2,
implicit (y=(log (A)/a )*2, x,0,3.5, y,0,3),
color=red,
implicit (y=x°‘(l-%e*(-a‘'y*(1/2))), x,0,3.5,
y,0,3));
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Analiza stabilnosti netrivialne tocke ravnotezja

Stabilnost toc¢ke ravnotezja ugotavljamo z linearizacijo sistema okoli tocke
ravnotezja. Glej tudi dodatek 7.

Dolo¢imo Jacobijevo matriko v tocki ravnotezja

a(b‘ H -e*aﬁ)

=b.e P
oH

8(b-H-e"“'ﬁ) b.-H.g.e "
oP 24P

a(H (1-e)) o
oH

8(H '(1_e7&ﬁ)) a-H.e P

oP 2P

Jacobijeva matrika:

b.a-aP _a-b-H-e‘f"'JB
I(H.P)= i
gl & H-e™®
2P
Doloc¢imo Jacobijevo matriko v toc¢ki ravnotezja:

b

1 ’ 1 ’
H, =——|=-In(b)|, P.=| =-In(b) | . Upostevajmo, da je v tocki
5 (300 R [ 2n(e)] - vposteramo, oo

1-—

ravnotezja :b = ea'ﬁ. Po kratkem izracunu:
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a-H-e ™" a'b—l(a'ln(b)f'b In(b)

2P B 2-(1~In(b)) 2'(b_1)

a

dobimo Jacobijevo matriko v netrivialni tocki ravnoteZja.
_ b:In(b)
2-(b-1)
b-1 In(b)
b 2-(b-1)

J'(H,,R)=

r? r

Determinanta matrike Jacobijeve matrike J"

- In(b) b-1 b-In(b) In(b) In(b)
cet(J )=2-(b—1)+ b '2-(b—1):2-(b—1)+(b_1)' -

>

det(J")= f”(b) (L+b-1)=2

sled (3") =1+ ?n(b)

Grafiéni prikaz funkcij sled (J r) (modra) in 1+ det(J r) (rdeca)
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Maxima model (rezultat slika 5.23)
Sprememba oznake: b— X

load (draw) ;
set_draw_defaults(
xrange=[1, 5],
yrange=[1, 2],
grid=true,
line width=1,
color=black) ;
draw2d (color=blue, yrange=[1l,2],grid=true,
line width=2, implicit (y=1+log(x) /(2 - (x-1)),
x,1,5, y,1,2),
color=red,
implicit (y=1l+4+x-log(x)/ (2 (x-1)), x,1,5,
y,1,2));

Grafi¢ni prikaz funkcije f (b) =b-In (b)—Z-b+ 2
Maxima model (rezultat slika 5.24)

Sprememba oznake: b—>X

load (draw) ;
set_draw_defaults(
xrange = [1, 10],
yrange = [-1, 5],
grid = truez7,
line width =1,
color=black) ;
draw2d (color=blue, yrange= [-1, 5], grid = true,
line width = 2,
implicit (y=x-'log(x)-2'x+2 , x,1,10, y,-1,5));
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6 MODELI SIRJENJA OKUZB

6.1 Uvod

V poglavju 6 obravnavamo Sirjenje okuzb znotraj neke velje populacije..
Modeli Sirjenja okuzb so »difuzijski modeli«, ki jih srecamo tudi v
sociologiji. Eden takih model je na primer Sirjenja protestantizma ali pa na
primer revolucionarnih idej.

Vrnimo se k Sirjenju okuzb. Izbruh €rne kuge leta 1320 na Kitajskem je
povzrocila bakterija »Yersinia pestes« (Chasnov, 2009, str. 51). Okuzbo so
prenesle bolhe od podgan na ljudi. Izbruh se je Siril iz Kitajske na zahod in
se je v Evropi pojavil 1347. V obdobju petih let je v Evropi umrlo 25
milijonov ljudi, kar je priblizno 1/3 takratnega Stevila prebivalstva.

Novejsa okuzba je na primer pandemija gripe poznana kot $panska gripa.
V letih 1918 do 1919 je terjala 50 do 100 milijonov ljudi po vsem svetu.

AIDS epidemija ima izvor v Afriki in je bila najprej spoznana v ZDA leta
1981. Pomorila vec kot 25 milionov ljudi. SARS epidemija je imela globalni
epicenter v Hong-Kongu. Leta 2003 je bilo registriranih 8906 SARS
primerov in 774 smrti. V letu 2010 je bilo potrjeno priblizno 219 milijonov
primerov malarije. V letu 2011 je priblizno 158.000 ljudi umrlo zaradi
oSpic. Vsako leto milijoni ljudi umirajo zaradi okuzbe z virusi in
bakterijami.

6.2 Pristop k modeliranju okuzb

Celotno populacijo razdelimo v naslednje skupine:

S - zdravi - dovzetni (angl. susceptible). V tej skupini so
posamezniki, ki niso okuZeni, so pa dovzetni za okuzbo.
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| - inficirani - okuZeni (angl. infected). V tej skupini so
posamezniki, ki so okuzeni in prenasajo okuzbo na neokuzene,
zdrave. 1z skupine | se okuzba prenasa na skupino S.

R- odstranjeni (angl. removed) V tej skupini posamezniki, ki so
umrli, ali pa so bolezen preZiveli in postali trajno imuni, pa tudi
tisti posamezniki, ki so bolni in izolirani dokler ne ozdravijo in

postanejo trajno imuni.

Ce so modeli okuzb bolj zapleteni, populacijo razdelimo e v ve& skupi.

Tako lahko na primer skupino inficirani razdelimo na dve skupini: V eni

skupini so posamezniki, ki so inficirani in v drugi skupini so posamezniki, ki

so tudi zboleli.

Sirjenje epidemije se pricne, ko se pojavi majhna skupina okuzenih

(skupina 1), ki okuZi zdrave in nato pricne Stevilo inficiranih narascati.

V naslednjem bomo obravnavali Stiri preprostejSe modele, ki so v

literaturi pogosto obravnavani (Chasnov, 2009, Epstein, 1997).

Modeli so zasnovani na sledecih predpostavkah.

1.

2.

3.

Celotna populacija, ozna¢imo joz N je ves ¢as konstantna. To se
pravi da ni rojstev in smrti ter tudi ne emigracij in imigracij:

S+1+R=N

Skupini S in | se med seboj idealno homogeno mesata. To
pomeni, da ima vsaka oseba enako verjetnost, da pride v kontakt
z vsako drugo osebo.

Ta predpostavka ne drZi vedno, predvsem takrat ne, ko druzbeni
ali ekonomski faktorji vplivajo na odnose med ljudi.

Stopnja prehajanja posameznikov iz skupine S v skupino | je
proporcionalna Stevilu kontaktov med posamezniki is skupine S s

posamezniki iz skupine |, torej produktu: S (t) I (t) )
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Ce se spremembe v vseh skupinah dogajajo v ¢asovnih intervalih, so
modeli Sirjenja okuzb podani z diferenénimi enacbami, ¢e pa se dogajajo
kontinuirano, so podani z diferencialnimi enacbami.

6.3 SImodel

Pri SI modelu je populacija je razdeljena samo v dve skupini S in I. V
skupini S so posamezniki, ki so neokuZeni ,so pa dovzetni za okuzbo. V
skupini | so posamezniki, ki so inficirani in nekateri tudi oboleli. Ko oboleli
ozdravijo, Se vedno ostanejo v skupini | in Se vedno prenasajo okuzbo na
posameznike iz skupine S

Parameter [ je stopnja nalezljivosti v interakciji obeh populacij v &asovni

enoti. Pricakovano stevilo novo okuzZenih v ¢asovni enoti (enacba 6.1) je:
B-S -1 (En. 6.1)

Stevilo vseh okuZenih v naslednji ¢asovni enoti (enacba 6.2) bo :
l,=1L+8-S-1, (En.6.2)
St+1 = St _IB'St -1

Ce ¢asov enota At limitira proti 0, torej At —0 pridemo do sledecih
dveh diferencialnih enacb (enacba 6.3 in 6.4)

%:/}.34 (En. 6.3)
(;_?:_/3.54 (En. 6.4)

Grafi¢no je model prikazan na sliki 6.1.
Sprememba oznake: f—a
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a*S*l

Slika 6.1. S| model.

V modelu smo upostevali predpostavko 1. To se pravi, da smatramo, da je
celotna populacija ostaja nespremenjena, konstantna (enacba 6.5).

S+1=N (En. 6.5)

Postavimo enacbo 6.5 v enacbo 6.3 in dobimo enacbo 6.6:

dl dl
E:ﬂ'S.I EN a:Ig.|.(|\j_|) >

dl I
—=f-1-N-|1-— En.6.6
i P ( Nj (En-6.6)

Enacba 6.6 je poznana enacba logisticne rasti, pri tem je f-N stopnja
rastiin N nosilna kapaciteta. Ko gre t —> o0 gre | — N . OkuZila se bo

celotna populacija.

6.4 SIS model

SIS model je izpeljanka iz SI modela. Ko inficirani ozdravijo in se vrnejo v
skupino |. Verjetnost, da v Casovni enoti okuZeni ozdravi ozna¢imo ¥,

torej se bo v ¢asovni enoti iz skupine |, vrnilo -1, osebkov v skupino

S,,;- Tudi pri SIS modelu je upostevana predpostavka 1.

Celotna populacija nespremenjena (ena¢ba 6.5: S+1=N). Model je
grafi¢no prikazan na sliki 6.2 in podan s slede¢ima enacbama 6.6 in 6.7.

It+l:|t+ﬂ'st'|t_7'lt (En.6.7)
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Su=S—-p-S;- I, +y-1, (En.6.8)

Sprememba oznake: f—a, y—>g.

a*S*l
— .

‘\_/
g*l

Slika 6.2. SIS model.

Ce je proces kontinuiran je model podan z diferencialnima enac¢bama 6.9
in 6.10:

d_lzﬂ.s.|_7.| (En 6.9)
dt
z_?:_lg.s.|+7.| (En 6.10)

Iz enacbe 6.9 izlo¢imo spremenljivko S in dobimo enacbo 6.11, tudi to je
enacba logisti¢ne rasti (dodatek 1):

dl
2 (R =1)-1-11=
dt 7(0 )

; (En 6.11)
RO
-N

pri tem je: R, :ﬁ—, 7/-(R0 —l) stopnja rasti in N -(1—%) nosilna
Y 0
kapaciteta.
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6.5 SIRmodel 1

Populacija pri tem modelu je strukturirana a v tri skupine: S, I in R (glej
stran 2 in 3).

Ozdraveli v ¢asovnem intervalu t - -1, se ne vrnejo v skupino S temve¢

gredo v skupino R. Model je graficno prikazan na sliki 6.3 in podan z
enacbami 6.12, 6.13 in 6.14.

l,=L+8-S-l, -yl (En 6.12)
S =S—-8-S,1, (En 6.13)
Rt+1:Rt+}/'|t (En 6.14)

Ce je proces kontinuiran potem je model podan z diferencialnimi
enacbami 6.15, 6.16in 6.17:

%:ﬁ.s.|_7.| (En 6.15)
((jj_?=_lg.s.| (En 6.16)
dR e (En 6.17)
- —=y. n o.
dt

Sprememba oznake: f—a, y—>¢.

a*S*| g*l

Slika 6.3. SIR model 1.
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Model podan z enacbami 6.15, 6.16 in 6.17 spremenimo v brez

dimenzionalni model s sledec¢imi transformacijami:

S . S
N N N
Postavimo: RozM
4

R, pogosto imenujemo brezdimenzionalna osnovna reprodukcijska

stopnja (angl. dimensionless basic reproductive rate ).

Brezdimenzionalni model je podan z enacbami 6.18, 6.19 in 6.20 (glej
dodatek 2).

dS -
m =-R,-S-1 (En 6.18)
di P
E:RO'S'I_I (En 6.19)
dR -
— = | (En 6.20)
dt
Pritem je:
S+1+R=1 (En 6.21)

Pois¢imo torej totke ravnoteZja: (Sr N Rr).

V tockah ravnotezja je:

dSA=0, d[zO in dF}zO
dt dt dt
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dr -
Ko je pm =0 je I, =0 (glej enatbo 6.20). Od tod sledi:

A

S+I+R=1 > S+R=1 > R=1-S oziroma S=1-R

Tocke ravnotezja brez dimenzionalnega modela so:
(S T.R) > ($.01-5)

Pogoj, da se epidemija pojavi za brez dimenzionalnem modelu :

df ~ A A
F-ReS -0 > (R,-$-1)-7>0
R,-S,—1>0. (En 6.22)
Upostevajmo:
BN g %
4 N
> R,-S,-1>0 > AN 3 4.0 5 B3y
ry N Y
Epidemija se torej pojavi, Ce je:
B-Sy >1 (En 6.23)
e

Brezdimenzionalni model (enacbe 6.18, 6.19 in 6.20) preslikamo v nivo-
tok model slika 6.4 (dodatek 2).
Sprememba oznake y— (.
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okuzba ozdravitev

Slika 6.4. SIR model 1;nivo-tok model; parametri modela; Ro=0.6, g=0.04; zacetne
vrednosti: 5(0)=0.997, 1(0)=0.003, R(0)=0.

Dinamika modela je prikazana na sliki 6.5.

1
8
6
4
2
0
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time ()
S :SIR51 R:SIR51

1 :SIR51

Slika 6.5. SIR model 1; dinamika model; parametri modela: R0=0.6, g=0.04;
zaCetne vrednosti: 5(0)=0.997, 1(0)=0.003, R(0)=0.

Iz slike 6.5 je razvidno, da se s¢asoma vsi v skupini S inficirajo (preidejo v
skupino 1) in potem ozdravljajo ali pa tudi umirajo. Celotna populacija
postane odporna na okuzbo.

6.6 SIR model 2

SIR model 2 je endemicni model bolezni. Endemic¢na bolezen je omejena
na doloCena podrocja ali na doloeno populacijo. Bolezen, ki je
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konstantno prisotna pri neki populaciji se imenuje endemiéna. Endemicne
bolezni prevliadujejo daljse obdobje.

Malarija je na primer endemic¢na bolezen v Podsaharski Afriki. 90% smrti,
ki jih povzroci malarija, se zgodi v Podsaharski Afriki.

Parameter b : stopnjo rojstev;

parameter d stopnjo umrljivosti, ki ni povezana z boleznijo;
parameter C stopnja umrljivosti, ki so povzroca bolezen.

V skupini R so sedaj imuni. Model grafi¢no prikazuje slika 6.6.

Sprememba oznake: f—a, y—>Q.

umrli zardi
bolezni
‘ c*l
b*N a*s*| g*l
rojtva——— > S - I > R
d*s d*l d*R
unrli S umrli l umrliR

Slika 6.6. SIR model 2; sprememba oznake f 2a, ¥y > g

Model je podan s sledec¢imi enacbami 6.25, 6.26 in 627:

St+l=St+b'Nt_ﬂ'St'It_d'st (En 6.25)

o=l +8-S- I, —(d+c+y)-1, (En 6.26)
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R.=R+y-1,-d-R (En 6.27)

Ce je proces kontinuiran potem je model podan z diferencialnimi
enacbami (enacbe 6.28, 6.29 in 6.30)

d_S:b.N_ﬂ.3.|_d.s (En 6.28)
dt
dl
a:ﬁ-S-l—(d+c+;/)-l (En 6.29)
dR
R 1-d-R En 6.30
T e

Celotna populacija N =S+ 1 + R sedaj ni ve¢ konstantna:

Z_Tz(b_d).N_c.| (En 6.31)

di
Da neka bolezen postane endemicna mora biti E>0 (glej enacbo
6.29), torej mora biti:

B-S—(d+c+y)>0 > %>1 (En 6.32)

6.7 Model Sirjenja kuge

Model je povzet po Peter Bitzerju (Bltzer, 2011) in predstavlja model
Sirjenja kuge v mestu Will (kanton ST. Galen v Svici) leta 1611. Mestece je
takrat skupaj z okolico Stelo 2.000 prebivalcev. Obstajajo tudi podatki o
Stevilu umrlih, kar omogoca potrditev modela.

Populacija je strukturirana v 5 skupin:
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S - zdravi - dovzetni. To je skupina , ki ni okuzena se pa lahko
okuZi.

| - inficirani - okuZeni. V tej skupini so inficirani, ki lahko okuzbo
prenesejo na zdrave. V tej skupini niso tisti, ki so oboleli. Ni nujno,
da vsi inficirani tudi zbolijo. 1z skupine | se okuZba prenasa na
skupino S.

O - oboleli, ki tudi prenasajo okuzbo na skupino S. Oboleli ali
ozdravijo in postanejo imuni — skupina R ali pa umrejo — Skupina

R- odstranjeni (angl. — removed) V tej skupini so tisti, ki
ozdravljeni in postali trajno imuni.

D - umrli V tej skupini so tisti, ki bolezni niso preziveli. Vzrok
njihove smrti je bila torej bolezen.

Model bomo prikazali kot nivo-tok model. Uporabili bomo aplikacijo
»Vensim», da bomo lahko videli dinamiko epidemije. Tudi oznaka
parametrov je prilagojena tej aplikaciji. V modelu nastopa pet
parametrov.

a - pogostost kontakta obolelih - O in inficiranih - | z zdravimi —S v

¢asovni enoti;

g - infekcijski indeks - odstotek zdravih - S, ki se okuZijo, ko so
prisli v kontakt z okuZenimi - 1 oziroma obolelimi - O;

¢ - faktor obolelosti - odstotek inficiranih - 1, ki posledi¢no zbolijo -
O;

z - faktor ozdravitve - odstotek obolelih - O, ki ozdravijo - R;
e — faktor umrljivosti - odstotek obolelih - O, ki umrejo — D.

Model je podan s sledecimi diferencialnimi enacbami:

((jj_?:_a.g.s.(|+0) (En 6.26)
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d_lza.g.s.(|+o)_c.| (En6.27)
dt
d_o=c.|_(d+e).o (En 6.28)
dt
d_R: z-0 (En 6.29)
dt
d_Dze.o (En 6.30)
dt

ZacCetne vrednost:
8(0)22000, | (O):l, O(O):O, R(O)zO, D(O):O.
Vrednosti parametrov:

a=0.00175, g=0.80, c=0.6935, z=0,845, e=0.75

Mehanizem okuzbe je v modelu zajet v »infekcijskem indeksu«, ki je
znacilnost okuzbe, je pa tezko dolocljiv, ker je odvisen od mehanizma
prenasanja bolezni. V obravnavanem modelu predpostavljamo, da se
okuZba prenasa prek stikov med okuZenimi ter obolelimi in zdravimi

osebami.

Rezultat simulacije (slika 6.8) prikazuje dimamiko Sirjenja kuge :
Enacbe 6.26 do 6.30 preslikamo v nivo-tok model, ki je prikazan na sliki
6.7. (dodatek 2).
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inficiranje obolevanje ozdravljanje

umiranje

D

Slika 6.7. Nivo-tok model Sirjenja kuge.

Rezultat simulacije (slika 6.8) prikazuje dimamiko Sirjenja kuge:

2000
500

1000
250

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Time (Month)

S :Kuga

R : Kuga

D :Kuga

0 : Kuga

Slika 6.8. Model Sirjenja kuge; dinamika modela.

Primerjajmo rezultat simulacije z dejanskim Stevilom umrlih, ki je podano
v tabeli 6.1. Podatke iz tabele zaradi laZje primerjave prenesemo v model
nivo-tok, ki je prikazan na sliki 6.9.(dodatek 2).

Slika 6.10 prikazuje primerjavo rezultata simulacije modela z dejanskimi
podatki.
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Tabela 6.1. Rezultat simulacije z dejanskim Stevilom umrlih

Mesec St. umrlih
marec 0
april 10
maj 12
junij 21
julij 80
avgust 260
september 310
oktober 55
november 10
december 0
tok

SN

Slika 6.9. Nivo-tok model z dejanskimi podatki umiranja za kugo.

izmerjeno <Time>

Ujemanje dinamike modela z dejanskim potekom okuZbe je prikazano na
sliki 6.10.
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800
600
400
200
0
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Time (Month)
D : Kuga PODATKI : Kuga

Slika 6.10. Primerjava dinamike modela (modra krivulja) z dejanskimi podatki
(rdeca krivulja).
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Dodatki k poglavju 6
Dodatek 1
SIS Model
Izpeljava pretvorbe enacbe 6.9:
dl
—=B-S-1=»-1
m B y

z upostevanjem S+1=N 2> S=N-I
diferencialne enacbe 6.10.

v obliko logisti¢ne

dl dl
dt—ﬂ-S'I—y'I > E—ﬂ'(N—I)-I—}/-I >
(AN A1)
dt y y
Postavimo: Rozﬂ
v
a_ (g B!
> dt—}/ I [RO 1 j >
ar_ _1)ep 1o A
dt—}/ (R0 1) 111 7 (Ro—l)J >
dl g1
> ——7~(R0—1) ljl-— >
dt y_(ﬂ-N_ll
4
dizy-(Ro—l)-l- ! N
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a7
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Dodatek 2
SIR Model 1
Pretvorba modela:
dsAz—Ro-é ]
dt
IR .§ii
dt
dﬁ_r
df
v brez dimenzionalne model upostevajoc sledece transformacije:
§=> =l R-R oo
N N N
Postavimo:
r BN
Y
dl dl p-S-1 |
— =B8-S-1=»-1 > - ey
at =7 4 N-dt N N
a_g-S-IN ¢,
dt y
N )
dt
d—s=—ﬂ~S-I N ds :_,B.S~I«N d?__ﬁ
dt N - ydt N-»-N dt
9
> d§=—RO~§ i
dt
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dR_ dR I
dt N-dt-» N
dR -

>

|
[
<
v

df
preslikamo v nivo tok model

Parametrimodel: R, =0.6, »=0.04
Zacetne vrednosti; S (0) =0.997, | (0) =0.003, R (O) =0

/\/—\

jﬁba ozdravitev
N g/

Enacbe modela

Ro = 0.6
g =0.04
okuzba = Ro*S*I
ozdravitev = g*I
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n
Il

INTEG (-okuzba,0.997)
INTEG (okuzba-ozdravitev, 0.003)
R = INTEG (ozdravitev, 0)

H
I

Parametri simulacije
INITIAL TIME = 0
FINAL TIME = 100
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP = 0.25

Rezultat simulacije je prikazan na sliki 6.5.
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Dodatek 3

Model Sirjenja kuge

Model Sirjenja kuge, podan je z naslednjimi diferencialnimi enacbami
preslikamo v nivo-tok.

ds
2 4.9-S(1+0
g~ 29:8:(1+0)
dl

2 _a.9-S(1+0)=c-1
" a-g-S-(1+0)-c
do
—=c-1-(d+e)-0
" C (d+e)
d_R:
dt
d _
dt

z-0

e-O

inficiranje obolevanje ozdravljanje

umiranje

w)

Enacbe modela

0.00175
0.6935
= 0.5

= 0.8

= 0.845

NQ O Q0 p
|
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inficiranje = a*g* (I+0)*S

obolevanje = c*I

ozdravljanje = z*O

umiranje = e*0

= INTEG (-inficiranje, 2000)

= INTEG (inficiranje-obolevanje, 1)

INTEG (obolevanje-ozdravljanje-umiranje, O0)
= INTEG (umiranje, O0)

= INTEG (ozdravljanje, 2)

WO O H W
]

Parametri simulacije

INITIAL TIME = 0
FINAL TIME = 14
SAVEPER = TIME STEP
TIME STEP = 0.01

Rezultat simulacije je prikazan na sliki 6.8.

Prikaz dejanskih podatkov:

tok
<Time> /

izmerjeno

tabela

tabela

((0,0),(1,10),(2,12),(3,21),(4,80), (5,260), (6,310),
(7,55),(8,10),(9,0))

izmerjeno = tabela (Time)

tok = izmerjeno

PODATKI = INTEG (tok, 0)

Rezultat simulacije je prikazan na sliki 6.10.
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